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Ill-distributed sets on Global Fields and Exceptional Sets in
Diophantine Geometry

Abstract

This thesis concerns the study of the density of rational points on algebraic varieties and defin-
able sets in o-minimal structures. The strategy consist in showing that the rational points of these
sets are badly distributed in residual classes for many prime moduli.

First, we prove that a set of affine or projective points with coordinates lying in a global field,
with bounded height, that occupies few residual classes for many prime moduli must be essentially
contained in the zero locus of a polynomial of small degree and height. This generalizes results of
Walsh. Then, we apply this result to study a conjecture of Wilkie about the distribution of rational
points on certain o-minimal structures, and we prove that this conjecture is equivalent to the fact
that certain sets of rational points of bounded height are badly distributed at the level of residual
classes for many prime moduli.

Keywords: O-minimal structures, ill-distributed sets at the level of residue classes, global
fields, height, Wilkie conjecture.






Conjuntos mal distribuidos sobre Cuerpos Globales y
Conjuntos Excepcionales en Geometria Diofantica

Resumen

Esta tesis concierne el estudio de la densidad de puntos racionales en variades algebraicas y
conjuntos definibles en estructuras o-minimales. La estrategia consiste en probar que los puntos
racionales de estos conjuntos estan mal distribuidos en clases residuales para muchos mddulos
primos.

Primero, probamos que un conjunto de puntos afines o proyectivos con coordenadas en un
cuerpo global, de altura acotada que ocupa pocas clases residuales para muchos médulos primos
debe estar esencialmente contenido en el conjunto de ceros de un polinomio de grado y coefi-
cientes de altura pequefios. Esto generaliza resultados de Walsh. Luego, aplicamos para estudiar
una conjetura de Wilkie acerca de la distribucidén de los puntos racionales en ciertas estructuras
o-minimales, y probamos que esta conjetura es equivalente a que ciertos conjuntos de puntos
racionales de altura acotada estén mal distribuidos a nivel de clases residuales para muchos primos.

Palabras claves: Estructuras o-minimales, conjuntos mal distribuidos en clases residuales,
cuerpos globales, altura, conjetura de Wilkie.






Introduccion

La presente tesis tiene por objetivo estudiar la densidad de los puntos racionales en ciertos con-
juntos de naturaleza trascendente. Las técnicas que vamos a utilizar provienen de la Combinatoria
Aritmética.

1. Una conjetura en Geometria Diofantica

Para entender los resultados y técnicas que obtenemos en la tesis, empezamos introduciendo el
problema que vamos a estudiar. Sea X € R” un conjunto no vacio. Sea K un cuerpo de nimeros.
Por X(K) notaremos al subconjunto de puntos de X con coordenadas K-racionales. Dado x € K
sea H(x) la altura afin de un nimero algebraico. Para T > 1, definimos

(0.1) X(K,T) :={x = (x1,...,%) € X(K) : H(x;) < T Vi}.

Si X es una variedad algebraica, el problema de entender el comportamiento asintético de |X(K, T)|
cuando T tiende a infinito es un problema central en Teoria de Numeros. Sin embargo, también es
importante considerar otro tipo de variedades para X. En efecto, varios problemas de trascendencia
se traducen en entender como estan distribuidos los puntos racionales de ciertas curvas, por ejem-
plo el gréfico de la exponencial, la curva {(2*,3%) : x € R}, o el conjunto de ceros racionales de
un polinomio logaritmico P(log(x,),...,log(x,)) =0, con P € Q[Xj,...,X,]. Nosotros estaremos
principalmente interesados en obtener estimaciones para la densidad de puntos racionales de este
tipo de variedades “trascendentes”. En otras palabras, el problema central para esta tesis es:

ProBLEMA 0.1. Sea X C R" una variedad de “naturaleza trascendente”. Obtener estimaciones
para | X(K, T)|.

La instancia mds sencilla del Problemal0.1|entonces va a ser el caso que X sea el grafico de una
funcién f. En este caso, si f : I — R es una funcion analitica real trascendente, con / un intervalo
cerrado acotado, Bombieri y Pila obtienen la siguiente estimacion:

TreoremA 0.1 (Bombieri-Pila, [BP89, Theorem 1]). Sea f una funcion analitica real en un
intervalo acotado cerrado 1 y supongamos que f es trascendente. Sea I el grdfico de f. Sea € > 0.
Entonces existe una constant c(f, €) tal que

(0.2) T N Z% < c(f, o)t
para todo t > 1.

La demostracion del Teorema se basa en el método del determinante de Bombieri-Pila,
introducido en el mismo articulo [BP89]. A grandes rasgos, el esquema de demostracion es el
siguiente. Primero, cubrimos los puntos de fI'NZ? por pocas curvas algebraicas de grado pequefio.

Para ello, consideramos un determinante que detecta cudndo un punto pertenece a una curva al-
gebraica, y controlamos el tamafio de este determinante utilizando que I" no tiene “oscilaciones”,
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mads precisamente, que se puede parametrizar de manera que la derivada de I" esté acotada. Luego,
estimamos la cantidad de puntos en la interseccion de una curva algebraica de grado fijo d y la
curva I'. Dado que I es el grafico de una funcidn analitica trascendente, esta interseccion estd
controlada uniformemente: existe una constante c(d) tal que toda curva algebraica de grado a lo
sumo d interseca a I' en a lo sumo ¢(d) puntos (una forma de pensar este hecho es que se trata de
una versién muy débil del teorema de Bezout). Como tenemos pocas curvas cubriendo fI' N Z? y
de grado chico, deducimos el Teorema@

Cuando 7 es un ndmero entero positivo, el Teorema[0.1]da una estimacién para la cantidad de
puntos racionales de la forma (5, %) con 1 < |x],[y] < N que se hallan en I'. No obstante, es méas
natural contar puntos racionales (x,y) con altura afin de x e y acotada por N. En [Pil07], Pila
extiende el Teorema en este contexto, obteniendo

TeorREMA 0.2. Sea f una funcion analtitica real en un intervalo acotado cerrado I y suponga-
mos que f es trascendente. Sea T el grdfico de f, y T(Q,T) el conjunto de puntos (x,y) € I' N Q?
tal que la altura afin de x e y es a lo sumo T. Entonces para todo € > 0, tenemos

0.3) INQ, T)| < cT".

Una primera intuicion en el estudio de densidad de puntos racionales en curvas trascendentes
es que una tal curva debe tener muy pocos puntos algebraicos. No obstante, la curva trascen-
dente definida por f(x) = 2* tiene infinitos puntos racionales. Mas atn, siguiendo [VdP68], es
posible construir funciones analiticas trascendentes que aplican niimeros algebraicos en nimeros
algebraicos. Por lo tanto, el Teorema [0.1|da informacion no trivial, y de hecho, Bombieri y Pila en
[BP89] construyen ejemplos que muestran que en general no se pueden esperar mejores cotas.

La siguiente instancia al Problema es considerar conjuntos de dimensién 2. Supongamos
entonces que X es el grafico de una funcién analitica trascendente £ : [0, 1]> — R. Si uno trata de
utilizar el método del determinante de Bombieri-Pila como en la prueba del Teoremal0.1], tenemos
que considerar intersecciones de X con hipersuperficies de grado grande. La primera dificultad
técnica que aparece es que tales intersecciones pueden ser sumamente singulares, y ya no son fini-
tas, pero pertenecen a la familia de conjuntos semi-analiticos. Uno entonces quisiera argumentar
de manera inductiva, considerando la imagen de tales conjuntos bajo proyecciones, pero la clase de
conjuntos semi-analiticos no es estable por proyecciones. No obstante, la observacion fundamental
en [Pil04] es que las proyecciones mencionadas pertenecen a la clase de conjuntos sub-analiticos
acotados. Por lo tanto, una clase de conjuntos adecuada para generalizar el Teorema seria la
clase de subconjuntos analiticos acotados.

Sin embargo, en dimensiones superiores, obtenemos una obstrucciéon nueva. Por ejemplo, sea
X el grifico de f : [0,1]> — R, f(x) = e*". Se trata de una funcién analitica trascendente. Sin
embargo, X(Q, T) tiene muchos puntos “triviales”: todo punto en la recta x = —y contribuye a
X(Q,T), con lo que |X(Q,T)| > T?. Adun peor, sea X = {(x,y,2) : z = ¥,x,y € [1,2]}. De
nuevo X es el grafico de una funcidn analitica trascendente, pero siy € Q, la fibra X, es la curva
semi-algebraica z = x”, que de nuevo aporta muchos puntos racionales a |X(Q, T')|. Por lo tanto,
si queremos tener alguna esperanza de tener un control para |X(Q, 7')|, tenemos que extraer de X
todos los puntos de naturaleza “algebraica”. Esto conduce a la siguiente nocién
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Dernicion 0.2. Sea X C R”. La parte algebraica de X, denotada X¥2 es la unién de todos los
subconjuntos conexos semi-algebraicos de X de dimension positiva. La parte trascendente de X,
denotada X", es el complemento X \ X,

Notemos que la parte algebraica de un conjunto X es en general muy complicada; para X =
{(x,y,2) : z=x",x,y € [1,2]} es una union de infinitas componentes conexas, dadas por las curvas
semi-algebraicas X, = {(x,z) : z = ¥, x € [1,2]}, paray € QN[I1,2]. No obstante, una vez excluida
la parte algebraica de un conjunto sub-analitico, tenemos un resultado andlogo al Teoremal0.2] que
se sigue de una adaptacion adecuada del método del determinante de Bombieri-Pila.

Teorema 0.3 ([Pil0S, Theorem 1.1]). Sea X € R" un conjunto sub-analitico compacto de
dimension 2, y sea € > 0. Entonces existe una constante c(X, €) tal que

0.4) IX""(Q, T)| < c(X,&)T?.

La generalizacién del Teorema [0.3] a conjuntos sub-analiticos compactos arbitrarios en R” fue
conjeturada en [Pil0S)]. Tales conjuntos son globalmente sub-analiticos (es decir son sub-analiticos
como subconjuntos de P"(R)). La observacion fundamental de Pila y Wilkie en [PW06] es que
tales conjuntos determinan una estructura o-minimal. Entonces Pila y Wilkie dan una respuesta al
Problema 0.1 en el contexto de conjuntos definibles en estructuras o-minimales:

TeoreMA 0.4 ([PWO06, Theorem 1.8]). Sea X C R”" un conjunto definible en una estructura
o-minimal, y sea € > 0. Existe una constante positiva ¢ = (X, €) tal que

0.5) IX""(Q, T)| < ¢(X,e)T?.

Notemos que la exclusién de la parte algebraica X¢ en el Teorema donde los puntos
racionales podrian acumularse, es débilmente andloga a la nocién de conjuntos excepcionales en
Geometria Diofdntica. M4s especificamente, la conjetura de Lang (ver [HS00, § F.5]) afirma que
una variedad algebraica V es mordélica (i.e. tiene sélo finitos puntos racionales) fuera de un con-
junto excepcional. Cuando V es una curva, esta es la conjetura de Mordell, probada por Faltings.
En dimensiones superiores, esta conjetura estd sumamente abierta. El conjunto excepcional es
la clausura Zariski de la union de todas las imdgenes de morfismos no constantes racionales de
espacios proyectivos y variedades abelianas. La parte algebraica de un conjunto X es en algin
sentido un conjunto mucho mas grande, pero parece ser la manera apropiada de extraer la parte
esencialmente trascendente del Problema

La idea de la demostracion del Teorema . 1| sigue el esquema del método del determinante de
Bombieri-Pila. Primero se prueba que los puntos a estimar residen en pocas hipersuperficies de
grado pequeno. Luego se procede por induccion. Esta induccidn, no obstante, tiene dificultades
técnicas que hacen que sea mejor trabajar con una version mas general del Teorema 4.1} Veremos
esto con mds detalle en el Capitulo[d] Por el momento, sélo notaremos que, para poder emplear el
método del determinante en esta situacion, Pila y Wilkie prueban que todo conjunto X definible en
una estructura o-minimal admite una parametrizacion en la cudl las derivadas de todos los 6rdenes
hasta un pardmetro prefijado r permanecen acotadas. Este resultado es una generalizacién del
hecho (sencillo) que aparecia en la demostracion del Teorema [0.1} el grafico de una funcién real
analitica en un intervalo acotado cerrado, trascendente, admite una parametrizacién con derivada
acotada.



Notemos que la demostracién del Teorema [{.1] no usa propiedades de Q, y por lo tanto se
extiende sin dificultad a todo cuerpo de nimeros K C R, con la constante del teorema ahora
dependiendo también de K (de hecho, s6lo en el grado de K). También es importante notar que la
prueba del Teorema admite una mejora importante. Esto fue notado por Pila en [Pil09], y el
resultado que obtiene es el siguiente.

TeoremA 0.5 ([Pil09, Theorem 1.6.]). Sea X C R" definible, sea k un entero positivo, y sea
e > 0. Entonces existe una constante c(X, k, €) tal que

0.6) | Xk, T)|:=l{x =(x1,...,x,) € X :max[Q(x;) : Q] < k,max H(x;) < T} < c(X, k, &)T*.

Las consecuencias que tuvieron los resultados de Pila y Wilkie en la literatura son destacables.
Ademads de establecer estimaciones no triviales para la densidad de los puntos racionales en va-
riedades de naturaleza trascendente como en el Problema el Teorema y su generalizacion
el Teorema 4.5 han tenido notables impactos en la Geometria Dioféantica, por ejemplo en las con-
jeturas de Manin-Mumford, André-Oort y Zilber-Pink (ver los surveys [Scal2, [Pil1S, Daw13]).
La razén principal de este hecho reside en que en estos problemas, uno estd interesado en es-
tudiar los puntos “especiales” de ciertas variedades (toros multiplicativos, variedades abelianas,
variedades de Shimura), que poseen uniformizaciones sumamente trascendentes. L.os puntos espe-
ciales que son de interés para el problema en cuestién son aplicados a puntos racionales via estas
uniformaciones, con lo que uno se ve conducido a estudiar la distribucién de puntos racionales en
una variedad de naturaleza trascendente, digamos X. Luego, para estudiar la densidad de puntos
racionales en X, se estudian por separado la parte algebraica y la parte trascendente de X. El Teo-
rema 4.5/ permite estudiar el subconjunto X", mientras que para estudiar la parte algebraica X'
uno requiere establecer analogos funcionales de la conjetura de Schanuel para las funciones que
definen la uniformizacion.

Volvamos ahora al Problema [0.1} El Teorema [.1] da una respuesta muy general a este pro-
blema, y en general es sabido que no se pueden esperar mejores estimaciones que las que da el
teorema. No obstante, para varios conjuntos de interés, por ejemplo el conjunto de ceros de un
polinomio logaritmico P(log(x),log(y),log(z)) = 0 con P € Q[X, Y,Z), el Teorema provee
una cota que se espera esté muy lejos de ser la 6ptima. Es esperable que para ciertas estructuras
o-minimales la estimacién del Teorema [.1] sea mejorable. Esta problematica motivé a Wilkie a
formular la siguiente conjetura.

Consetura 0.3 (Conjetura de Wilkie, [PW06, Conjecture 1.11]). Supongamos que X € R”
es un conjunto definible en la estructura o-minimal R, (ver Capitulo 1,Ejemplo . Para todo
cuerpo de nimeros K C R, existen constantes positivas c; = ¢1(X, K), ¢; = ¢2(X) tales que

0.7) XK, N)| < c1(log(N))™
para todo N > e.

La Conjetura puede interpretarse como una version (quizds mas débil) cuantitativa de la
conjetura de Schanuel. El motivo de esto es que varios conjuntos definibles en R.,, estdn relaciona-
dos con problemas de formas logaritmicas. Por ejemplo, si P € Q[Xj,...,X,], entonces conside-
remos X, el conjunto de ceros reales de P(log(xy),...,log(x,)). La conjetura de Schanuel implica
que, si xy, ..., x, son nimeros algebraicos tales que las formas logaritmicas log(x;), . ..log(x,) son
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linealmente independientes sobre Q, entonces 1, log(x;), ..., log(x,) son algebraicamente indepen-
dientes sobre @ En particular, si P(x,y,z, w) = xy — zw, tenemos como consecuencia la conjetura
de cuatro exponenciales. Mientras tanto, la Conjetura[4.2] nos dice que los puntos algebraicos que
no satisfacen “relaciones algebraicas no triviales” y para los cudles

P(log(xy),...,log(x,)) =0

deben estar distribuidos de manera muy rala. Més atin, debido a que la constante ¢, no depende
del cuerpo K, la cota de la Conjetura[4.2] para ciertas curvas y superficies definibles en Ry, implica
instancias de la conjetura de cuatro exponenciales. Especificamente, sean Ay, A», A3, 44 € R con la
propiedad que e% es algebraica para todo i. Supongamos que A; y A3 son Q-linealmente independi-
entes, y que 4; y A4 son Q-linealmente independientes. Entonces 4,1, # A344. Para mas detalles,
ver [Pill0, Butl7].

Notemos que tenemos una generalizacion bastante natural de la Conjetura|0.3

Consetura 0.4. Sea f,..., f, una cadena Pfaffiana (ver Capitulo 4, § [3) y supongamos que
R=®R,<+-fi,...,f). Asumamos adicionalmente que R es “model complete”, es decir toda
férmula de primer orden ¢(v) en R es equivalente a una férmula de la forma 3 w (v, w), donde
(v, w) es libre de cuantificadores. Supongamos que X C R” es un conjunto definible en R. Para
todo cuerpo de nimeros K C R, existen constantes positivas c; = ¢1(X, K), ¢, = ¢2(X) tales que

(0.8) X" (K, N)| < ci(log(N))*
para todo N > e.

Expliquemos ahora qué resultados se saben acerca de la Conjetura y su generalizacion la
conjetura[0.4] Si la dimensién de X es igual a 1, entonces la Conjetura[4.2] se sabe que vale debido
a los trabajos de Butler [Butl2] y Jones y Thomas [JT12]. Si X tiene dimensién mds grande que
1, 1a Conjetura[4.2] s6lo se sabe que vale para la familia de superficies

0.9) {(x,y,2) € (0,00) : (log(x))*(log(y)’(log(2))" = 1}, (a,b,¢) € Q°,

debido a trabajos por Pila [Pil10] cuando (a, b, c) = (1,1, —1) y Butler [Butl2] en el caso general.
Si X C R? es definible en una estructura o-minimal como en la Conjetura entonces, bajo
la hipétesis que X posee una mild parametrization (ver Capitulo [, en [JT12] Jones y Thomas
prueban que X satisface la Conjetura [0.4] Este resultado puede generalizarse para un conjunto
X C R" de dimensién 2, como se ha probado en [Sch18].

Las demostraciones de los casos conocidos de la Conjetura [0.3|y Conjetura siguen el es-
quema de demostracion de la prueba del Teorema cubriendo primero los puntos a estudiar por
hipersuperficies de grado pequefio, y luego estimando la interseccion entre una hipersuperficie de
grado fijo y el conjunto definible estudiado. Sin embargo, dado que se espera obtener una cota
mejor, hay diferencias substanciales. Mdas precisamente, si queremos estimar |[X""(K, T')|:

(1) Es necesario tener un mayor control en el nimero y grado de las hipersuperficies que
cubren a X(K,T). Esto fuerza a que la cantidad de hipersuperficies y su grado dependa
como un polinomio en log(7T).

(2) Debido a (1), no alcanza con tener parametrizaciones regulares como las empleadas en
[PWO6], sino parametrizaciones suaves, con una cota uniforme para todas las derivadas.

(3) Es necesario tener estimaciones fuertes para la interseccion de un conjunto definible en
Rexp con una hipersuperficie de grado fijo.
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El mayor obstaculo en el esquema de la demostracién es (2). Cuando X es de dimensién 1, es posi-
ble evitar pasar por considerar parametrizaciones muy regulares, pero en dimensiones superiores,
todos los resultados conocidos pasan por probar que X tiene parametrizaciones muy regulares.

Debido a la fuerte conexién entre la Conjetura[0.3]y la conjetura de Schanuel, es esperable que
la estimacion en esta conjetura valga para otras estructuras o-minimales, como R, la expansion
o-minimal del cuerpo real ordenado generada por la funcioén g de Weierstrass (para un lattice fijo),
o R, la expansion o-minimal del cuerpo real ordenado generada por la funcioén j-invariante. En
ambos casos, como la funcién p de Weierstrass y la funcién j-invariante son periddicas, necesi-
tamos restringirnos a un dominio fundamental para garantizar la o-minimalidad de las estructuras
mencionadas (ver [PS13]). Relacionada con estas estructuras o-minimales, también tenemos la es-
tructura o-minimal de funciones elementales restringidas R*F := (R, <, +, -, €xp [0.1, $in |f.q). Para
esta ultima estructura, es un resultado reciente de Binyamini y Novikov [BN17, Theorem 2] que
los conjuntos definibles en R verifican la cota en la Conjetura

El objetivo de esta tesis es estudiar la validez de la Conjetura|0.3|para mas conjuntos. Para evi-
tar el obsticulo que aparece en los trabajos [Pil10, Butl2, JT12], vamos a proponer una estrategia
que proviene de los problemas inversos de Combinatoria Aritmética.

2. Un problema inverso para conjuntos definibles

Para entender como aparece la Combinatoria Aritmética, consideremos X € R” un conjunto
definible en Rey,. Dado un primo p € Z, definimos

(0.10) X, ={(x1,...,x,) mod (p): (x1,...,x,) € X}.
Es fécil ver (ver el Capitulo[d)) que la Conjetura[4.2]implica
(0.11) IX"™(Z,N)| < p*

para todos los primos p > ¢;(log(N))#+, con 0 < k < n. Por lo tanto, el conjunto X estd mal dis-
tribuido a nivel de clases residuales médulo p. Entender cémo son los conjuntos mal distribuidos
es un problema de interés general en Teoria de Numeros, y constituye lo que se conoce como un
problema inverso. En el caso en cuestion, X""(Z, N) estd mal distribuido, porque es un conjunto
muy pequeno.

Planteamos entonces el siguiente problema.

ProBLEMA 0.5. Sea X C R" definible en R.,,. Supongamos que para todo N > e existen
constantes ¢; := ¢1(X), k = k(X) tales que el conjunto X satisface (0.11]), para todo primo p >
c1(log(N))7=. ;Qué podemos decir de X™"(Z, T)?

Sin la hipoétesis de que X sea definible en R, no podemos decir mucho. En efecto, una
razon para que un conjunto esté mal distribuido a nivel de clases residuales es que tenga estructura
algebraica. Por ejemplo, consideremos una variedad algebraica V' C A" definida por polinomios
con coeficientes en Z. Podemos considerar la variedad V), sobre Z/pZ que se obtiene de reducir
modulo p a V. Un hecho remarcable es que si V era una variedad geométricamente irreducible, de
dimension d y grado deg(V'), entonces, salvo finitos primos p, la reduccion V, es una variedad sobre
Z.] pZ. geométricamente irreducible, de dimension d y grado deg(V). Por lo tanto, la estimacion de
Lang-Weil nos dice que la cantidad de puntos F,-racionales de V, es exactamente p? + O(p®'/?).
Por lo tanto, una variedad algebraica cumple que, para todos salvo finitos primos p, las reducciones
V), son conjuntos pequefios en A"(F,), y en consecuencia se trata de un conjuntos mal distribuido
en clases residuales.
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En resumen, un conjunto como en el Problema @], podria, entre otras cosas, o bien ser
pequefio, o bien tener algun tipo de estructura algebraica. Esto nos lleva a considerar el siguien-
te problema inverso en Combinatoria Aritmética, observado por Croot y Elsholtz [CLO7] y por
Helfgott y Venkatesh [HV09].

ProsLEMA 0.6 (Problema inverso de criba). Sea S C [N]? un conjunto que ocupa muy pocas
clases residuales modulo p para muchos primos p. Entonces, o bien S es pequefio, o posee alguna
estructura algebraica.

El Problema0.6|fue resuelto por Helfgott y Venkatesh en [HV09] para el caso que d = 2, y para
d > 2 por Walsh en [Wall2|]. Especificamente, el resultado probado en [Wall2] es el siguiente.

TreoremA 0.6 (Walsh, [Wall2, Theorem 1.1]). Sean 0 < k < d enteros y sean ,a,n > 0
numeros reales positivos. Entonces, existe una constante C dependiendo solo en los pardmetros
anteriores, tal que para todo conjunto S C [N]? ocupando a lo sumo ap” clases residuales médulo
p para todo primo p al menos una de las siguientes afirmaciones vale:

(1) (S es pequeiio) |S| <gjea N¥'72,
(2) (S es fuertemente algebraico) Existe un polinomio f € Z[X,,...,X,] de grado a lo sumo
C y coeficientes acotados por N© anuldndose en al menos (1 —n)|S | puntos de S .

Volvamos ahora al Problema El Teorema nos sugiere que las hipdtesis sobre X im-
plican, o bien una estimacién como en (1), o bien segiin (2), que X"(Z, N) esta esencialmente
contenido en una hipersuperficie de grado acotado. Ahora, X"™"(Z, N) es, por definicion, alta-
mente no algebraico, por lo tanto si este conjunto verificara (2), deberia tener estructura fuerte-
mente algebraica, y nuestra intuicion nos dice que un conjunto simuldneamente “algebraico” y “no
algebraico” debe ser pequeiio.

La heuristica del parrafo anterior, sin embargo, no se traduce a una demostracion. Para em-
pezar, el Teorema da una dicotomia, con lo que podria darnos que |X"™"(Z, T)| sea pequeiio,
pero no lo suficientemente pequefio como deducir una cota como la de la Conjetura[0.3] Esta obs-
truccion en un principio podria solucionarse: en [Wall2, Theorem 6.1], Walsh prueba, que si un
conjunto mal distribuido es suficientemente regular, entonces estd esencialmente contenido en una
hipersuperficie de grado acotado (es decir, en el Teorema [3.2] siempre vale (2)). No obstante, una
de las hipdtesis de regularidad es que, a grandes rasgos, X"*"(Z, T') tenga al menos 7° puntos para
algtin &, y por el Teorema . 1| sabemos que esto no es posible para T suficientemente grande.

En conclusidn, nuestro Problema es un problema inverso, como en el sentido del Problema
pero como ya sabemos que nuestros conjuntos son pequefios, no podemos emplear el Teorema
Lo que necesitariamos es entonces un resultado que afirme que todo conjunto mal distribuido
posee algun tipo de estructura algebraica. En esta direccion, en [Wall4], se prueba un resultado
de este tipo.

Teorema 0.7 ([Wall4, Theorem 1.3]). Para todo entero posiitvo d, y todo niimero real 0 < k <
d, existe T = 7(d, k) > 0 tal que lo siguiente vale. Escribamos P; para los primos en el intervalo

(0.12) I = [t(log(N))7+, 27(log(N)) 7+ .
Entonces, paratodo S C {1, ..., N} ocupando < p* clases residuales médulo p para todo p € P,
y para todo & > 0, existe un polinomio no nulo P € Z[X,, ..., X,] de complejidad <, 4 . (log(N))ﬁ

anuldndose en al menos (1 — €)|S| puntos de S.
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Aqui, por un polinomio P de complejidad a lo sumo C nos referimos a que P tiene grado a lo
sumo C y sus coeficientes estan acotados por N€.

Observemos ahora como la heuristica de demostraciéon que planteamos anteriormente puede
efectuarse a cabo con el Teorema aplicado al caso que X C R? sea el grafico de una funcién
trascendente analitica definible en Res,. En este caso, X™" = X. Supongamos que X estd en
las condiciones del Problema [0.5] por lo tanto X(Z,T) ocupa a lo sumo p* clases residuales
moédulo p para muchos primos p. Por el Teorema concluimos que existe una curva alge-
braica V(P) de grado O((log(T))*®) que se anula en una proporcién positiva de X(Z,T). Para
concluir que el conjunto (X N V(P))(Z, T) es pequeio, usamos que el conjunto X puede describirse
implicitamente por funciones Pfaffianas, luego X N V(P) puede estimarse a partir de las cotas de
complejidad de Khovanskii para funciones Pfaffianas (ver el Capitulo [d). Luego deducimos que
X N V(P)Z,T) <x (log(T))*®, lo que prueba un caso muy particular de la estimacién de la
Conjetura[d.2]

En esta tesis, lo que realizamos es adaptar la demostracion explicada en el parrafo anterior para
proponer una estrategia para demostrar la Conjetura(0.3|para conjuntos de dimension 2.

3. Generalizaciones al contexto de cuerpos globales

Para poder generalizar la estrategia explicada en el contexto de cuerpos de nimeros y para los
puntos racionales X" (K, N), primero extendemos en este contexto al Teorema De hecho,
nosotros probamos que el Teorema puede generalizarse en el contexto de cuerpos globales,
reemplazando Z por el anillo de enteros Ok de un cuerpo global K. El andlogo diofantico de
{0,...,N}en K que consideramos es el conjunto de elementos de Oy de altura afin H(x) a lo sumo
N. Denotamos a este conjunto por [N]o,. Entonces tenemos la siguiente definicion de complejidad.

DernicioN 0.7 (Complejidad). Decimos que un polinomio no nulo P € Ok[Xy,..., X,] tiene
complejidad a lo sumo C en [N]f, si tiene grado a lo sumo C y sus coeficientes tienen altura

acotada por N€.

Para un ideal no nulo I C Ok, sea N(I) la norma absoluta de I, definida como el cardinal
(finito) del conjunto Ok /I. Para un ideal primo no nulo p C Ok, y un conjunto X C O, denotamos
para el conjunto de clases residuales de X médulo p:

(0.13) X, ={(x1,...,x,) mod (p): (x1,...,x,) € X)}.
Siguiendo la misma estrategia de Walsh, probamos la siguiente generalizacion del Teorema

TeoremA 0.8. Para todo n > 0, todo niimero real 0 < k < n'y todo cuerpo global K, existe
T =1(n,k, K) > 1 tal que lo siguiente vale. Denotemos por P,k el conjunto de ideales primos no
nulos p C Ok definido como

(0.14)
P {(p C Ok : N(») € I = [t(log(N))i=,2t(log(N))i=<1} si K es un cuerpo de niimeros
P {p C Ok : N(») = 7(log(N))i=} si K es un cuerpo funcional

Entonces, para todo X C [N]”OK con |X,| < N(p)“ para todo primo p € Pk, y todo € > 0, existe

algiin P € Ok[X;,...,X,] no nulo de complejidad <, - x (log(N))ﬁ anuldndose en al menos
(1 — &)|X| puntos de X.

14



Notemos que el Teorema es el caso K = Q del Teorema @ No obstante, este resultado
concierne el estudio de puntos enteros, mientras que la Conjetura(0.3[afirma una cota en los puntos
racionales de un conjunto definible. Por este motivo, damos una prueba de un resultado mds
general que el Teorema que concierne el estudio de subconjuntos de P"(K) mal distribuido al
nivel de clases residuales. Usamos la notacién [N]p k) para referirnos a los puntos de P"(K) de
altura proyectiva a lo sumo N.

TeoremA 0.9. Para todo n > 0, todo niimero real 0 < k < n'y todo cuerpo global K, existe
T = 1(n,k, K) > 1 tal que lo siguiente vale. Denotemos por Pk el conjunto de ideales primos no
nulos p C Ok definido como
(0.15)
P {(p C Ok : N(») € I = [t(log(N))i=,2t(log(N))i=1} si K es un cuerpo de niimeros
HE {p C Ok : N(») = 7(log(N))i=} si K es un cuerpo funcional

Entonces, para todo X C [Nlpk) con |X,| < N(p) para todo primo p € Pk, y todo & > 0, existe
algin P € Ok[Xo, . .., X,] no nulo, homogéneo, de complejidad <, c.x (log(N )i+ anuldndose en
al menos (1 — €)|X| puntos de X.

No es muy dificil de ver que el Teorema[0.9)implica el Teorema|[0.8] (ver Capitulo [3). Notemos
que, desde el punto de vista de Geometria Dioféntica, resulta de interés tener un resultado como el
Teorema pero considerando al conjunto X contenido en una variedad proyectiva arbitraria Z.
En este caso, esperariamos que un conjunto mal distribuido esté esencialmente contenido en una
hipersuperficie proyectiva, que no se anule en Z. En el Capitulo 2| damos una demostracion de un
resultado de este estilo, que generaliza al Teorema 0.9

Teorema 0.10 ([Par19, Theorem 3.2]). Sea Z C P"(K) una variedad proyectiva definida sobre
un cuerpo global K. Supongamos que Z es geométricamente irreducible de dimension n. Para todo
n > 0, todo niimero real 0 < k < n existe una constante T = ©(n,k, K,Z) > 1 tal que lo siguiente
vale. Escribamos Pk para el conjunto de ideales primos no nulos p C Ok definido como
(0.16)

P (PCOx:Npel= [T(log(N))ﬁ, 2T(10g(N))ﬁ]} si K es un cuerpo de niimeros
b {p C Ok : N(») = 7(log(N))#=} si K es un cuerpo funcional

Entonces, para todo X C Z N [Nlpyky con |X,| < N(p) para todo primo p € Pk, y para todo
>0, existe_un polinomio homogéneo no nulo P € Ok[Ty,...,T,] que no es cero en en el anillo
coordenado K[Z], de complejidad <, m ¢ x.z (10g(N )i+ anuldndose en al menos (1 — £)|X| puntos
de X.

Como mencionamos, la idea de la demostracién del Teorema sigue la demostracioén de
[Wall4]. Dado X como en el Teorema [0.10] primero construimos un subconjunto caracteristico
C C X de complejidad pequeia, es decir, si un polinomio de complejidad pequena se anula en C,
entonces se anula en una proporcion positiva de X. Luego, construimos un polinomio homogéneo
de complejidad pequefia que se anule en C. En la demostracion, surgen algunas dificultades. Entre
estas, que al considerar subconjuntos en una variedad Z, tenemos que tener un cuidado adicional
para que el polinomio que construyamos no se anule en Z. Para evitar esta dificultad, utilizamos el
lema de normalizacién de Noether para realizar un cambio de variables adecuado.

En el capitulo |3| estudiamos la efectividad del Teorema Por este motivo, damos una
prueba efectiva del lema de normalizacién de Noether, que consideramos puede ser de utilidad:
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TeorREMA 0.11. Sea V una variedad proyectiva irreducible definida sobre un cuerpo global K.
Entonces existe un morfismo finito ¢ : V — Pi"Y) definido sobre K, tal que o(x) = (Lo(x) : ... :
Lgimv)(x)) con L; formas lineales con coeficientes en Z o F,[T] segiin K, de altura acotada por
< i degV)AimY) donde la constante implicita es efectivamente computable.

Lo nuevo del Teorema [0.11] es la estimacion de la altura en los coeficientes del cambio de
variables lineal.

Una vez probado el Teorema [0.10] lo aplicamos a la Conjetura [0.3] y probamos el siguiente
resultado.

Teorema 0.12 ([Parl9, Theorem 4.3]). Sea X un conjunto definible en Ry, de dimension a lo
sumo 2. Entonces X cumple la Conjetura|4.3|para el cuerpo K si'y solo si X" (K, T) ocupa pocas
clases residuales modulo p para muchos primos p de K.
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CAPITULO 1

Estructuras o-minimales

El objetivo principal de este capitulo es introducir la nocion de estructuras o-minimales y sus
propiedades basicas que usaremos en el Capitulo 4, La exposicion sigue el libro [vdD98] y el
articulo [JWOS].

1. Nociones basicas y ejemplos

Sea A un conjunto no vacio y supongamos que tenemos dados, para todo n > 1, una coleccién
S, de subconjuntos de A”. Escribimos S para la unién disjunta | J, S,. Llamamos a S una
pre-estructura (en A).

DernicioN 1.1 (Estructura). Una estructura en A es una pre-estructura S = |, S, tal que las
siguientes condiciones valen:

(S1) Para cada n € N, §, es un dlgebra booleana de subconjuntos de A", i.e. es cerrada bajo
uniones y complementos (y por lo tanto bajo intersecciones);

(S2) SiX € S, entonces A X Xy X X Aestinen S,,;

(S3) SiX € 8,1y m: A" — A" es la funcién de proyeccién en las primeras n coordenadas
entonces 7(A) € S,,.

En vez de decir que S es una estructura en A también decimos que (A, S) es una estructura.
Los conjuntos que estan en S se llaman definibles, y las funciones cuyos graficos estdn en S se
Ilaman funciones definibles.

Un ejemplo bdsico e importante de una estructura son los conjuntos constructibles. Sea 2 un
cuerpo algebraicamente cerrado y sea K € Q un subcuerpo. Los subconjuntos K-constructibles de
Q)" son las uniones finitas de conjuntos de la forma {x € Q" : fi(x) = -+ = fi(x) = 0,g(x) #
0}, donde fi(X),..., fi(X),g(X) € K[X]y X = (Xi,...,X,). El hecho que los conjuntos K-
constructibles conforman una estructura en 2 es esencialmente el teorema de constructibilidad
de Chevalley, el cudl en términos de teoria de modelos equivale a la eliminacion de cuantificadores
para cuerpos algebraicamente cerrados.

Ahora, sea A un conjunto no vacio. Dadas dos estructuras S(1) = J,en S(1), vy SQ2) =
Unent S(2),, en A escribimos S(1) € S(2) si S(1), € S(2), para todo n; esto define un orden
parcial en la coleccién de estructuras en A. Toda familia (S(i)),c; de estructuras en A tiene una cota
inferior mas grande S en la coleccion de estructuras de A, concretamente

(1.1) S= ﬂ S@i)con S,, := ﬂ S(@),, para cada m.

Es sumamente conveniente interpretar la nocién de una estructura en un conjunto no vacio A
en términos de teoria de modelos.

DEeriniciON 1.2 (Estructura de teoria de modelos). Una estructura de teoria de modelos A =
(A, (S )ier, (fj)jes) consiste de un conjunto no vacio A, relaciones S; C A" (i e I, m(i) € Ny), y
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funciones f; : A" — A (j € J,n(j) € Ny). Sin(j) = 0, identificamos fj con su tnico valor en A,
y llamamos f; una constante. También notamos A al conjunto subyacente de A, y llamamos a los
Sy fjlas relaciones y funciones basicas (o primitivas) de A. Si los conjuntos de indices /'y J son
finitos usualmente listamos las relaciones y funciones.

Dada una estructura de teoria de modelos A = (A, (S )ier, (f)jes), y un conjunto C C A de-
finimos la estructura de teoria de modelos Ac := (A, (S )ier, (f})jes, (€)cec) 1a cual tiene el mismo
conjunto subyacente y las mismas relaciones basicas de A, pero le agregamos a las funciones
bésicas f; una constante ¢ para cada elemento ¢ € C, donde formalmente identificamos ¢ con la
correspondiente funcién A° — A.

Dada una estructura de teoria de modelos A = (A, (S ), (f;)), notamos Def(A) a la estructura
mds pequefia en el conjunto A (en el sentido de la Definicidn [1.1)) que contiene cada relacién §;
y cada funcién f;. Notemos que para cada C C A la estructura Def(A¢) en A es igual o mas
grande que Def(A). Los conjuntos § € A” y las funciones f : § — A" que pertenecen a Def(A)
también se dicen definibles en A (o s6lo definibles, cuando (A es claro en el contexto). Un punto
a=(ay,...,a,) €A™ se dice definible en A si el conjunto {a} C A™ es definible en A.

Usualmente escribimos “definible en ‘A usando constantes de C”, o “definible en A con
parametros de C” en lugar de “definible en A-". Para C = A escribimos “definible en A usando
constantes” o “definible en A usando pardmetros” en vez de “definible en A,”.

De ahora en mds nos vamos a focalizar en el caso A = R. Una estructura o-minimal S =
Unhent Sy en R serd una estructura tal que, si empezamos con conjuntos relativamente simples en el
espacio euclideano y realizamos operaciones elementales usuales en ellos, s6lo podemos obtener
conjuntos con el mismo nivel de complejidad. Resulta que esto ocurrira si los conjuntos de S; son
simples.

DErINICION 1.3 (Estructura o-minimal). Una estructura o-minimal (en R) es una estructura S en
R tal que

OD {(x,y) eR* 1 x <y} €Sy,
(O2) los conjuntos en S; son exactamente las uniones finites de intervalos y puntos.

En otras palabras, una estructura o-minimal es una estructura (R, S) que contiene la estructura
definida por (R, <) y cumple que S; consiste s6lo de uniones finitas de intervalos y puntos. Si tene-
mos dada una estructura de teoria de modelos A = (R, (S))ier, (f)) jes), €ntonces vamos a decir que
A es una estructura o-minimal si la estructura obtenida por los conjuntos definibles con pardmetros
es o-minimal.

OBSERVACION 1.4. Si § es una estructura satisfaciendo (O1) pero no la condicién (O2), entonces
los conjuntos definibles en S pueden ser muy complejos, ver [vdD98, Chapter 1, § 2.6].

EsempLo 1.5. Mencionemos los siguientes ejemplos importantes de estructuras o-minimales.

(I) Un conjunto X C R” se dice basico semi-algebraico si es de la forma {a € R" : P(a) > 0}
para algin polinomio P(X) € R[X},...,X,]. Un conjunto semi-algebraico en R" es una
unidn finita de conjuntos semi-algebraicos basicos. Si S, denota la familia de conjuntos
semi-algebraicos en R”, entonces S = |, S, €s una estructura o-minimal (ver [vdD98,
Chapter 2]). Aqui, la inica afirmacién no trivial es que la proyeccion de un conjunto semi-
algebraico sigue siendo un conjunto semi-algebraico (esto es el el contenido del teorema
de Tarski-Seidenberg). Equivalentemente, los conjuntos definibles con constantes en R =

22



(R, <,0,1,+, —, ) son exactamente los conjuntos semi-algebraicos, y ellos conforman una
estructura o-minimal. Llamamos a R el cuerpo ordenado de niimeros reales.

(I) Sea M C R" una variedad analitica real. Un conjunto X C M se dice semi-analitico si
para cada x € M existe un entorno U tal que X N U es una unidn finita de conjuntos de la
forma{xeR": fix)=...= f,(x)=0,81(x) >0,...,g:,(x) >0}con fi,..., fr,8€15---»&n
funciones anailitcas reales en U. Mas en general, S se dice sub-analitica si cada punto de
M admite un entorno U tal que X N U es una proyeccidn de un conjunto semi-analitico
relativamente compacto (i.e. existe una variedad analitica real N y un subconjunto com-
pacto semi-analitico A de M X N tal que X " U = n(A), donde mr : M X N — M es una
proyeccién). Un subconjunto globalmente sub-analitico de R” es un subconjunto sub-
analitico de R" que también es sub-analitico cuando se lo consider como subconjunto de
P"(R), bajo la identificacién (xi,...,x,) — (1 : x; : ... : x,). Mds atin, todos los con-
juntos semi-algebraicos son subconjuntos globalmente sub-analiticos de R". Definimos
S = U, S3". Entonces S* es una estructura o-minimal (esto es una consecuencia
de un resultado de Gabrielov, el cudl afirma que el complemento de un conjunto sub-
analitico es sub-analitico, ver [DvdD88, (Gab68]]). Equivalentemente, podemos definir
esta estructura o-minimal de la siguiente manera. Llamemos ¥, para la familia de fun-
ciones analiticas reales f : U C R" — R donde U es un conjunto abierto conteniendo el
cubo [—1, 1]". Para toda f € ¥,, definimos

1 n
) = {f(x) sixe[-1,1]

(1.2)
0 en otro caso

Llamamos 7, a la nueva familia de funciones obtenida. Denotamos ¥ = |, % En-
tonces los conjuntos globalmente sub-analiticos de R" son exactamente los conjuntos
definibles con constantes en la estructura R,, = (R, <,0,1,+,—,-,( f) f.€¢=), y conforman
una estructura o-minimal. La estructura R,, se llama la expansion analitica restringida de
los reales.

(III) Dado x = (x1,..., x,), denotemos e* = (e*, ..., e"™). Para cada n € N, definimos
(1.3) SP = {(V(F) : F(x) = P(x, ")} para algin P(x,y) € R[X},...,X,, Y1,...,Y,].

Sea 8P la menor estructura conteniendo | J,; Sy ". Por el resultado de Wilkie [Wil96,
Second Main Theorem] los conjuntos definibles en S**P son precisamente las proyec-
ciones de conjuntos en |,y Sy ©. Equivalentemente, los conjuntos definibles de S son
conjuntos definibles con constantes en la estructura R.,, = (R, <,0,1, +, —, -, exp).

(IV) Sean fi,..., f, una cadena Pfaffiana en R" (ver el Capitulo 4, §. Entonces resulta que si
consideramos (R, <,0,1, +,—, -, fl, el f,) es una estructura o-minimal, donde f, denota
la funcién restringida asociada a f;, como en el ejemplo (II). Este resultado es [Wil96,
First Main Theorem].

(V) Sienel ejemplo (IV) consideramos la estructura no restringida (R, <,0, 1, +, —, -, fi,..., f,)
entonces esta estructura es o-minimal. Mas adn, si consideramos ¥ la familia de fun-
ciones Pfaffianas (ver el Capitulo 4, § , entonces Rppg := (R, <,0,1,+,—,-,F) es una
estructura o-minimal. Ambos resultados se siguen de [Wil99, Theorem 1.9] y el teorema
de Khovanskii (ver el Capitulo H)).

OBSERVACION 1.6. No hay una estructura o-minimal mds grande; esto es un resultado de [RSWO03]].
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2. Propiedades basicas de estructuras o-minimales

De ahora en mas, vamos a trabajar con estructuras o-minimales que son expansiones del cuerpo
real ordenado, i.e. contienen los conjuntos definibles de R = R,<,0,1,+,—,-). Fijtemos una tal
estructura o-minimal, digamos (R, S).

La primera manifestacion de “domabilidad” en una estructura o-minimal es el hecho que las
funciones 1-dimensionales que son definibles en S son mondtonas a trozos y poseen derivadas
continuas.

TeoreMA 1.7 (Teorema de monotonia, [vdD98, Chapter 3, §1.2], [vdD98, Chapter 7, § 2.5]).
Sea f : (a,b) — R una funcion definible en el intervalo (a, b). Fijemos un entero no negativo r.
Entonces existen puntos a; < --- < ay en (a, b) tales que en cada subintervalo (aj,aj.;) con ay = a,
ary1 = b, la funcidn es constante o estrictamente monotona y fla,a,.) € C'(R) para todo j.

El hecho remarcable de las estructuras o-minimales es que los “teoremas de finitud” valen
de manera uniforme. Una primera instancia de este hecho es la siguiente “propiedad de finitud
uniforme”. Dado ¥ C R™*!, decimos que Y es finito sobre R™ si para todo x € R™ la fibra
Yy :={y e R: (x,y) € Y} es finito; llamamos a Y uniformemente finito sobre R si existe N € N
tal que |Yy| < N para todo x € R™.

Lema 1.8 ([vdD98, Chapter 3, § 2.13]). Supongamos que Y C R™*! es finito sobre R™. Entonces
Y es uniformemente finito sobre R™.

Ahora, volvamos al Teorema Este teorema es una consecuencia del hecho que S; sea
unidn finita de puntos e intervalos. Resulta que para los conjuntos definibles de dimensiones mas
grandes una caracterizacion similar se tiene, reemplazando los puntos e intervalos por objetos mas
generales, llamados celdas. En lo que sigue, si r es un entero no negativo, C° denotard la clase
de funciones continuas, mientras que si » > 0 C” denotard la clase de funciones con derivadas
continuas de orden a lo sumo r. Por C* denotaremos la clase de funciones suaves, y por C“ la
clase de funciones analiticas.

DeriniciON 1.9 (Celdas). Sea r un entero no negativo, r = 0 or =w. Paran>1yn>m >0
definimos la nocién de una C” celda m-dimensional en R” inductivamente como sigue:

(1) (1) Una C"-celda O-dimensional en R es un conjunto de un elemento {a} (para a € R).
(i1) Una C"-celda 1-dimensional en R es un intervalo abierto (a, b) (paraa,b € R,a < b).
(2) Paran > 2, una C"-celda (m + 1)-dimensional en R” tiene las siguientes formas:
(i) graph(f), donde f : C — R es una funcién definible de clase C" y C es una C” celda
(m + 1)-dimensional en R*"!, o
) (f,g9)c ={x,y)eR":xe Cy f(x <y < g(x))}, donde f,g : C — R son funciones
definibles de clase C" con f(x) < g(x) (para todo x € C) y C es una C"-celda m-
dimensional en R*"!.

Una C*-celda se dice una celda suave, y una C*-celda se dice una celda analitica.
Notemos que todo X € §; es una union finita de C"-celdas.

DEriNiciON 1.10 (Particion de celdas). Sea r un entero no negativo, r = o0 o r = w. Una C’-
descomposicidén de R” es una clase especial de particion de R™ en C"-celdas. La definicion es por
induccidn en m:
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(1) Una C"-descomposicion de R es una coleccion

(14) {(_OO’ al)’ (al, aZ)7 LR} (ak’ +OO)’ {al}’ ey {ak}}

donde a; < --- < a; son puntos en R;

(2) Una C’"-descomposicion de R™*! es una particién finita de R™*! en C"-celdas A tales que
el conjunto de proyecciones m(A) es una descomposicién de R”. (Aqui  : R™*! — R™ es
la proyeccion usual.)

Una C"-descomposicion D se dice una particiéon de un conjunto S C R™ si cada celda en D es o
bien parte de S o es disjunta de S, en otras palabras, si S es una unién de celdas en D.

Una C*-descomposicion se dice una descomposicidon suave, y una C“ se dice una descom-
posicion analitica.

Ahora podemos enunciar la generalizacién del Theorem 1.7

TeorREMA 1.11 (C"-descomposicion en celdas). Sea r > 0 un entero no negativo.

(I,) Dados conjuntos definibles A,,...,A; C R™ existe una descomposicion de R™ en C!-
celdas particionando Ay, ..., Ay.
(11,,) Dada una funcion definible f : A — R, A C R", existe una C"-descomposicion de R" en
C’-celdas, particionando A, tal que cada restriccion f|c : C — R es C" para cada celda
C C A de la descomposicion.

La prueba del Teorema estd dada en [vdD98, Chapter 3, § 2] para el caso r = 0 y en
[vdD98, Chapter 7, § 3.2] para el caso r = 1, pero el argumento se generaliza para el caso C" para
todo r > 1 (ver los ejercicios en [vdD98, Chapter 7, § 3.3]).

Con el Teorema podemos dar una definicion natural para la dimension de un conjunto
definible X € R".

DeriNicioN 1.12 (Dimension). La dimension der un conjunto no vacio X € R”, que denotaremos
por dim(X), se define como el mayor m tal que X contiene una C’O—celdeﬂ m-dimensional en R"

En particular, si X € R”" es un conjunto no vacio, dim(X) = 0 si y sélo si X es finito, y
dim(X) = n siy sélo si X contiene una C°-celda abierta. Mds atn, por el Teorema para una
funcién definible f : A € R™ — R, existe un subconjunto definible B, C A tal que f|p, es de clase
C’" y dimensién dim(A\B,) = 0. Notemos que esta nocion de dimension se comporta bien, ver
[vdD98, Chapter 4].

Es importante notar que la prueba del Teorema |l.11|no implica que podemos tomar una par-
ticion en celdas suaves de un conjunto X. En efecto, en [LGR09] se construye una funcién
H : R — R tal que la estructura Ry := (R, <,0,1,+,—,:, H) es o-minimal, y no admite una
descomposicién en celdas suaves de R? que particione el grafico de H. Sin embargo, muchas
estructuras o-minimales admiten descomposiciones en celdas suaves, e incluso celdas analiticas.
Ejemplos de estas ultimas estructuras o-minimales son:

(I) El cuerpo real ordenado R.
(IT) La expansién del cuerpo real ordenado por funciones analiticas restringidas R,,.
(IIT) La expansion del cuerpo real ordenado por la exponencial Rey,,.
(IV) Laexpansion del cuerpo real ordenado (R, <,0, 1, +,—, -, fi,..., f) y el andlogo restringido
R, <,0, 1,+,—,~,f],...,fr), donde fi,...,f, : U CR — R son una cadena Pfaffiana.

"La dimensién permanece igual si consideramos C"-celdas para todo entero r > 0.
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La descomposicién en celdas analiticas de R y R, se sigue del teorema de Hironaka sobre la exis-
tencia de estratificaciones de Whitney con estratos analiticos para conjuntos sub-analiticos (para
una prueba con teoria de modelos, ver [DvdD88, § 4]). La descomposicion en celdas analiticas
para R, se sigue también de un resultado anélgo sobre estratificaciones (ver [vdDM94, L0i94]),
o también del siguiente teorema.

TeoremA 1.13 ([Tholl, Corollary 5.6]). Sea (R,<,0,1,+,—,F) una estructura localmente
polinomialmente acotada tal que F consiste de funciones en una variable suaves, que son analiticas
salvo quizds en el 0. Entonces (R, <,0,1,+, —, F) tiene descomposicion en celdas analiticas.

Notemos que la descomposicion en celdas analiticas en el ejemplo (IV) también se sigue del
teorema anterior.

Antes de concluir esta seccion, volvamos al hecho que en las estructuras o-minimales, los
teoremas de finitud valen en una manera uniforme. Sea § € R™" = R” X R” definible. Para cada
a € R” ponemos

(1.5) S, ={xeR":(a,x) e S} CR"

Vemos a. S como describiendo una familia de conjuntos (S,)acgn. Una tal familia se llama una
familia definible (de subconjuntos de R”, con espacio de parametros R”). Los conjuntos S, se
llaman fibras de la familia. Resulta que cada fibra de una familia definible tiene su “complejidad”
acotada.

ProposICION 1.14. Sea r > 0 un entero no negativo. Sea S C R™ X R" definible. Entonces existe

un numero Mg € N tal que para todo a € R™ el conjunto S, C R" tiene una particion en a lo sumo
Mg C -celdas.

La prueba de la Proposicion estd dada en [vdD98, Chapter 3, § 3.6] para el caso r = 0,
pero la prueba se generaliza de manera directa.
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CAPITULO 2

Alturas en cuerpos globales

1. Introduccién y notaciones

El objetivo de este capitulo es recordar las propiedades de las alturas en cuerpos globales que
vamos a requerir en los préximos capitulos. La mayor parte de la presentacion es estdndar, y puede
encontrarse en [BG06, HS00, Lan83]. Sin embargo, también probamos algunos resultados que no
encontramos en la literatura, principalmente cuando consideramos cuerpos funcionales.

En la seccién 2, recordamos la teoria bésica de valores absolutos, y entonces definimos nor-
malizaciones para el conjunto de lugares de un cuerpo global para poder tener una férmula del
producto. Aqui, adoptamos la exposicion en [HS00, Lan83], mostrando que los valores absolutos
de un cuerpo funcional K de grado de trascendencia 1 sobre [F, definidos en términos de la curva
propia integra asociada a K admiten una interpretacion aritmética, andloga al caso de cuerpo de
numeros.

Habiendo construido las normalizaciones de los lugares en un cuerpo global, definimos la altura
de un punto afin o proyectivo con coordenadas en un cuerpo global. Como nuestras aplicaciones
son de naturaleza aritmética, resulta natural considerar la altura multiplicativa absoluta en vez de
la altura multiplicativa relativa, que usualmente se usa en el caso de cuerpos funcionales. Luego
damos las propiedades basicas de la altura, proveyendo pruebas para los resultados que no pudimos
encontrar en la literatura.

Finalmente, en la tltimas seccion proveemos variantes del lema de Siegel que usaremos en el
proximo capitulo.

2. Cuerpos globales

Sea K un cuerpo. Diremos que K es un cuerpo global si:

e K es un cuerpo de nimeros, i.e. una extension finita de Q, o
e K es un cuerpo funcional de una variable sobre un cuerpo finito, i.e. una extension de
cuerpos finita separableﬂ de F,(T) para algin g. Mas aun, siempre vamos a asumir que el

cuerpo de constantes de K es F,, i.e. KN E =F,.

Vamos a usar la letra k para referirnos a cualquiera de los cuerpos Q,F,(T). Fijamos una
clausura algebraica k de k y sea kP la respectiva clausura algebraica separable. Denotamos Oy
para Z si k = Q, o Fy[T] si k = F,(T). El anillo de enterosﬂ de K se define como la clausura
entera de O, en K. Como es usual, un primo en K serd un ideal primo no nulo p € Ok. Si p es
un primo debajo de p, entonces e, y f;, denotaran el indice de ramificacion y el indice de inercia

IComo es usual, si K es una extension finita de F,(T), existe s(T') € K tal que K es una extension finita separable
de F,(s(T)). Con lo que la hipétesis de separabilidad no es necesaria.

Notemos que si K es un cuerpo funcional, entonces Ok depende del parametro 7. Por ejemplo, si tomamos
O = F,1/T1], las clausuras integras de Oy y F,[T] en K serén diferentes
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respectivamente. El anillo local de Ok en un primo p es un anillo de valuacién, que denotaremos
Oy Denotamos su cuerpo residual Ok /p por «(p). El cuerpo residual «(p) es finito; llamamos su
cardinal la norma absoluta de p, y la denotamos por N(p). Mds generalmente, si I C Ok es un ideal
no nulo, definimos la norma absoluta de / como Ok /I y la denotamos por N(I). Si x € O \{0}, la
denotamos N(x) := N((x)).

Cuando K es un cuerpo funcional, notemos que para todo primo p en K tenemos N(p) =
[Ox/v:Eq) ] grado de p es el nimero deg(p) := [Ox/p : F,].

Denotemos M para el conjunto de lugares v de K. Para cada v € Mg sea K, la completacién
de K con respecto a v. Si O, es el anillo de valuacion de v en K, denotamos 1, a su ideal maximal
y k, para el cuerpo residual O,/m,. En este caso pensamos a v como la correspondiente valuacion
discreta normalizada v : K* — Z.

Para cada v € Mg vamos a elegir un representante adecuado | - |,. Primero, supongamos que
K=k=Q.
e Siv = oo, entonces | - | es el valor absoluto arquimediano usual de k.
e Si v se corresponde con un primo p, entonces | - |, es el valor absoluto p-adico. Para todo
x € Q%, sea v,(x) la valuacién p-ddica normalizada de x. Entonces |x|, = pr®,

q

Ahora, supongamos que K = k = F (T).

e Si v se corresponde con un polinomio irreducible p € F,[T], entonces | - |, es el valor
p-adico absoluto. Para todo x € F,(T)*, sea v,(x) la valuacién normalizada p-ddica en x.
Entonces |x|, = g~ deeP),

e Si v = oo es el valor absoluto con 1/7 € m,, entonces | - | es el valor absoluto no
arquimediano correspondiente a la valuacion discreta normalizada en 1/7. Para todo
X = ﬁ € F(T), definimos |x|,, = gieef)-dee®),

Una consecuencia inmediata de la factorizacion tnica es que (k, M) es un cuerpo con férmula del
producto, concretamente:

(1) Todo v € M, salvo finitas excepciones, es no arquimediano.
(2) Para todo x € k*, tenemos que |x|, = 1 para todos salvo finitos v.
(3) Para todo x € £*, tenemos la formula del producto

2.1) H I, = 1.

veMg

Ahora vamos a extender los valores absolutos representando los lugares de M;. Para esto, nece-
sitamos recordar algunos resultados sobre la teoria de cuerpos completos. Comenzamos con el
siguiente teorema fundamental.

TeorEMA 2.1 ([Jac74, Theorem 9.8, Theorem 9.9, Theorem 9.12]). Sea | - |, un valor absoluto
no trivial en un cuerpo F tal que F es completo relativo a | - |, y sea E|F una extension finita.
Entonces | - |, puede extenderse de manera tinica a un valor absoluto | - |,, en E, y esta extension
estd dada por la formula

(2.2) lal, := |Ngp(a)

Mas atin, E es completo relativo a | - |,

1/[E:F]

v

Otro resultado fundamental es que hay finitas extensiones de un valor absoluto | - | en k a un
valor absoluto en un cuerpo global K:
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TreoremA 2.2 ([Jac74, Theorem 9.14, Corollary in Page 568]). Sea | - | un valor absoluto en
F, F la correspondiente completacion de F, y sea E/F una extension finita separable, digamos
E = F(u). Sean f1(X),..., fu(X) los factores monicos irreducibles de f(x) en F| [X]. Entonces hay
exactamente h extensiones de | - | a valores absolutos en E. Las correspondientes completaciones
son isomorfas a E; := f[X]/(fj(X)), 1<j<hylE;: I::] = deg(fj(x)). Ademds, Zif:l[Ej : f] =
[E : F].

Ahora volvemos al contexto de cuerpos globales. Sea K un cuerpo global. Dado un lugar
v € M, representado por el valor absoluto normalizado | - |, y un lugar w € Mg con w|v, para todo
x € K definimos

(2.3) lxll = | Nk, e, ()]
1/[K:k]

Por el Teorema sabemos que la restriccion de [Nk, i, (X)], a K es un representante de w
extendiendo | - |,. Del Teorema deducimos [K,, : k,] < [K : k], que implica que || - ||,, €s un
valor absoluto representando w. De esta manera construimos representantes normalizados de los
elementos en Mg, que satisfacen la férmula del producto.

1/[K:k]

v b

Proposicion 2.3 ([BG06, Lemma 1.3.7., Proposition 1.4.2.]). Sea K un cuerpo global y Mg el
conjunto de lugares de K, con los representantes (2.3).

(a) Paratodo x € k* ey € K*, se tiene que

1
(24) 2 tog il = 1oglixlh, == D loglylly = log [Nkl

wlv wlv

(b) El cuerpo (K, M) satisface la formula del producto.

El conjunto de lugares w € Mg que se encuentran arriba del lugar v = co € M se llaman los
lugares del infinito de K, y los denotamos por Mk . Llamamos al complemento Mg\ Mk ., los
lugares finitos de K, y los denotamos Mk g,. Del Teorema@ deducimos

Hecho 2.4. |Mk| < [K : k].

Si K es un cuerpo funcional, Mg, consiste de lugares no arquimedianos. Dado w € Mk,
definimos el grado de w, y lo denotamos deg(w), como el grado [O,,/w : F,].

Notemos que los valores absolutos normalizados (2.3) en los lugares w € Mg pueden com-
putarse de otra manera. Sea K un cuerpo global, y sea v € M; 5,. Ya sabemos que v se corresponde
con un ideal primo no nulo de O,. Sea p C Ok un primo sobre p, y para todo x € K* denotemos
Vp(x) para la valuacion p-adica en x. Entonces definimos

2.5)

¥ p~"W/ew si K es un cuerpo de niimeros
Xl =
P g~ dee®/ennup i K es un cuerpo funcional

Es facil ver que | - |, extiende el valor absoluto | - |, a todo K. Concluimos que |- |, se extiende a un
valor absoluto en la completacion p-ddica K,, que extiende a | - |, en la completacion p-ddica k.
Por el Teorema [2.1] concluimos que

(2.6) Ixly = | Nk e, ()]

Ahora, recordemos la siguiente propiedad de los indices de ramificacion e inercia.

1/[Kyp:kp)
» .
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TeoremA 2.5 ([Jac74, Proposition 9.3, Theorem 10.10]). Sea K un cuerpo global, y sean p, p
y los valores absolutos | - |,,| - |, como arriba. Sean O, O, los anillos valuacion de las com-
pletaciones K,, k, respectivamente. Entonces el indice de ramificacion ey, coincide con el indice
(K>l = |kX],), y el indice de inercia f,, coincide con el grado de extension [Ow) : O/ Pl
Ademds, ey, - fop = [Kpx, ]

Ahora, definamos

@7 ]l := N ()" /IKAT
Usando el Teorema[2.5] vemos que

vik; k
(2.8) |x|£3K PIKA] _ i

Resulta que los valores absolutos (2.3)) se corresponden a todos los lugares en Mg que extienden el
lugar asociado a | - |,:

TreoremA 2.6 ([Jac74, Theorem 10.9]). Sea K un cuerpo global. Sea p un primo en k, y
supongamos que p se factoriza en K como p = [i., ;" con los p;’s primos en K. Entonces
los valores absolutos | - |, son no equivalentes sii # jy son las vinicas extensiones de |-|, a valores
absolutos en K.

El Teorema [2.6] nos permite asociar, para cada lugar w € M que no estd encima de co € My,
un primo p,, en K. Entonces, para todo w € Mg que estd encima de v € M, \{c0},(2.6) y (2.8) dan
la expresion

(K, thp, 1/[K:K] o /KK
(29) ”x”w = |x|pwp r = ”)C”pw = N(pw) pr(x)/[ ]-

Ahora, sea k = Q. Como | - | es un valor absoluto arquimediano, todo w € Mk, debe ser un
lugar arquimediano. Pero tales lugares son bien conocidos:

TreoreMA 2.7 ([Jac74, Teorema de Ostrowski, Page 5521). Los vinicos cuerpos que son comple-
tos relativos a un valor absoluto arquimediano son R o C.

Entonces K,, *Ro K, =2C,y

1/[K:k] _:
o |
(210) ”x”w _ {|X| S1 w €S rea

Ix|2/H §i w es complejo

Mas atn, de (2.10) obtenemos una correspondencia entre los lugares arquimedianos y las inmer-
siones de K:
e Los lugares reales de K estan en biyeccion con los embeddings o : K — R.
e Los lugares complejos de K estdn en biyeccion con el par de inmersiones complejas con-
jugadas 0,0 : K — C.

Finalmente, supongamos que k = F (T) y w € Mk . Para poder computar || - ||,,, consideremos
el anillo O, = F,[1/T]. Notemos que 1/T es un elemento primo en O;. Entonces podemos
considerar la valuacion 1/7-adica y el respectivo valor absoluto | - |7, dado por |x|y/r := g,
Notemos que si x = Jé con f, g € F,[T], entonces vi,7(x) = deg(g)—deg(f), conlo que|-|i/r = |*]w-
Concluimos que todo lugar w € Mg extendiendo a co verificara la igualdad (2.9)) para algtin primo
no nulo p adecuado en la clausura integra de IF,[1/7] en K.

Concluimos esta seccion con el resultado muy importante que dice que el anillo de enteros de
un cuerpo global se realiza como la interseccion de todos sus anillos de valuacion.
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TreoremA 2.8 ([Jac74, Theorem 10.8, Page 615]). Sea K un cuerpo global. Entonces
2.11) Ok= () Owy= (| lxeK:lh<lh= () (xeK:nll, <1).

VEMKﬁn VEMKﬁn VEMKJ,'”

Mas aiin, si R ¢ K es un anillo de valuacion conteniendo Ok, entonces R = O, para algiin
S MKﬁn-

OBSERVACION 2.9. Notemos que en la literatura hay otra definicién para un primo (o lugar) en
un cuerpo funcional K sobre F, (ver [Ros02, Sti09]): un primo ¥ de K es el ideal maximal de
algun anillo de valuacién discreta Oy de K conteniendo F,, y el grado de p se define como el grado
de la extension [Ok/B : F,]. No es dificil de ver que un tal primo se corresponde, salvo finitas
excepciones, con un ideal primo no nulo p € Ok de grado [O, : F,], los primos excepcionales
estando en correspondencia con los ideales primos arriba de 1/7 en la clausura integra de F,[1/T]
en K.

ReMArKk 2.10 (Cuerpos funcionales y curvas). Es importante notar que los cuerpos funcionales
admiten una interpretacion geométrica, que es util. Sea k un cuerpo, no necesariamente Q o F (7).
Existe una correspondencia entre cuerpos funcionales sobre k y curvas sobre k

TeoremA 2.11 ([GW10, Theorem 15.22]). Existe una equivalencia contravariante entre la
categoria de curvas normales propias sobre k (con morfismos no constantes) y la categoria de
cuerpos funcionales de grado de trascendencia 1 sobre k (con k-morfismos) dada por la asignacion
que aplica a una curva C a su cuerpo funcional k(C).

Bajo la correspondencia del Teorema[2.11] el cuerpo racional k(T') se corresponde con la recta
proyectiva P,i. Mais en general, sea K un cuerpo funcional de grado de trascendencia 1 sobre
k. Existe T, trascendente sobre k, tal que la extension K/k(T) es finita. Definimos C como la
normalizacion de la recta proyectiva P, cuyo cuerpo funcional identificamos con k(T), en K. Mds
explicitamente, sea Kpi el haz constante con valor K en P,. Es una OPi—élgebra cuasi-coherente.

Para todo abierto U de P}, definimos el haz A de OP}( -subalgebras de Kpi mediante

(2.12) I'U,A):={f e'(U, Kpi) . f es integro sobre I'(U, Opi)}.

Ahora construimos un esquema mediante pegado. Para cualquier abierto afin U C P!, sea fy :
Spec(I'(U, A)) — U el morfismo inducido por la inclusiéon T'(U, OP;) — T'(U, A). Mas atn,
si V C U es otro abierto afin de P,i, definimos p{,’ : Spec(I'(V, A)) — SpecI'(U, A)) como el
morfismo inducido por la restriccion I'(U, A) — T'(V, A). Por [GW10, Proposition 3.10] podemos

pegar los U-esquemas fy : Spec(I'(U, A)) — U para obtener un P}(-esquema m : Spec(A) — P}(
que satisface:

e para todo abierto afin U C P}( existe un isomorfismo iy : 77 (U) — Spec(T'(U, A)), y
e para toda eleccién V C U C P, de abiertos afines la composicion

Spec(T(V, A)) —s x-1(V) " ro1qpy Uy Spec(ry (U, A)

es el morfismo p‘L,’ : Spec(I'(V, A)) — Spec(I'(U, A)).
Sea C = Spec(A). Entonces se tiene:
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Proposicion 2.12 ([GW10, Proposition 12.43, Corollary 12.52, Corollary 13.82]). La norma-
lizacionm : C — P}( satisface:
(i) C es integra y normal, con cuerpo funcional k(C) = K.
(ii) El morfismo r es integro y suryectivo y dim(C) = 1.
(iii) Sea U C P,i un subesquema abierto no vacio. Entonces la restriccion n~'(U) — U es la
normalizacion de U en K.
(iv) C es finito sobre P,i. En particular, C es propia.

Si tomamos U, = D,(Xy), Uy = D,(X;) y hacemos las identificaciones F(UO,P}() = k[T]y
['(Uy,P}) = k[1/T] entonces (2.12)) toma la forma

(2.13) [(Uy, A) = {f € K : f es integra sobre k[T]} = Ok,

(2.14) (U, A)={f € K : esintegra sobre k[1/T]} = Ok,
luego, tenemos las restricciones

(2.15) % : Spec(Ox) — Spec(k[T1), 7|V : Spec(Ox) — Spec(k[1/T1).

Habiendo construido una curva normal propia C — P, con k(C) = K, vamos a construir valores
absolutos en K en una manera geométrica. Denotamos por C' el subconjunto de puntos cerrados
de C. Recordamos que el grado de un punto cerrado p € C' es el grado de la extensién de cuerpos
deg(p) := [«(p) : k], donde k(p) es el cuerpo residual en p. Vamos a usar:

Proposicion 2.13 ( [GW10, Proposition 5.4]). Sea C una curva so_bre k. Entonces existe una
biyeccion entre los puntos cerrados de C y las orbitas de Galois de X(k).

Dado cualquier punto cerrado p € C', para todo f € K*, definimos la valuacién v,(f) como el
orden de f en cualquier punto en la drbita de Galois asociada. Es usual denotar ord,(f) := v,(f).
Tenemos el valor absoluto asociado

(2.16) |fl, = cToPDEEP | e KX

donde ¢ es un ndmero fijo, 0 < ¢ < 1. Resulta que estos valores absolutos definen representantes
de los lugares de K.

Teorema 2.14 ([BGO6, Proposition 1.4.7]). Los valores absolutos | - |,ec1 son no triviales y
no equivalentes. Si M denota el conjunto de lugares con estos representantes, entonces (K, M¢)
satisface la formula del producto.

En este contexto la férmula del producto significa que para toda funcién racional f € k(T)*
tiene el mismo nimero de ceros y polos:

2.17) Z ord,(f)deg(p) = 0 for all f € k(T)*.
P

Ahora, veamos como estos valores absolutos estdn conectados a los que definimos al principio
de esta seccién, cuando k = F,. Elijamos ¢ = ¢~ en (2.16). Supongamos que C = P,. Dado
cualquier punto cerrado p € P, para todo f € k(T) definimos la valuacién v,(f) como el orden
de f en cualquier punto en la érbita asociada de Galois. Un punto en P'(k) tiene coordenadas
(xp : x1) i—(‘) Si xg = 0, ponemos co = (0 : 1). Sea x € Al@). Entonces existe un polinomio
monico, irreducible p € F,[T] el cudl tiene a x como una raiz. La 6rbita de Galois de x consiste
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exactamente de las raices de p, con lo que los puntos cerrados que no se encuentran en el infinito
de P}c corresponden con polinomios monicos irreducibles en F,[T]. Mas aun, para todo conjugado
z de x y para todo f € k(T)*, ord,(f) coincide con v,(f). Como «k(x) = Frac(OPi,x) = k[T]/p,
tenemos que deg(x) = deg(p), el grado del polinomio p. Esto quiere decir que el valor absoluto
(2.16) coincide con | - |,,.

Ahora consideremos el punto co. Como este punto estd definido en k, su Orbita de Galois
consiste de un sélo punto. Entonces deg(co) = 1, y para todo f € k(T)* tenemos que ord.(f) =
ord;;rf(1/T) y |- | es el valor absoluto en el infinito que definimos al principio de esta seccion.

En conclusiodn, los valores absolutos que definimos en una manera aritmética para IF,(T") coin-
ciden con los valores absolutos definidos en una manera geométrica, asociados a IP’IIFq.

Ahora, consideremos el caso general de una curva normal propia 7 : C — P}{. Sea Uy, U
el cubrimiento afin de P, que definimos antes. Si x € C', entonces x € 77! (Up) o x € n~'(U)).
Supongamos que x € n~'(Uyp). Por (2.13)), tenemos que x se corresponde con un primo no nulo p
de Ok, lo cual implica que Oc,x = Ok,,. En consecuencia, para todo f € K* la valuacién ord,(f)
coincide con la valuacién p-adica v,(f), k(x) = Frac(Oc) = Ok.,/p y entonces deg(x) = deg(p).

De la discusién anterior, podemos deducir que hay una correspondencia uno-uno entre puntos
cerrados x € 77! (Uy) y primos no nulos p, C Ok, tale que

(2.18) |fIYEH = £l for all f e K*,

donde]| - |, es el valor absoluto (2.7). Una razonamiento similar se aplica a un punto x € U, que se
encuentra en la fibra 77!(p) con p el ideal primo (1/T)k[1/T].

En conclusion, un cuerpo funcional separable K sobre F,(T) se corresponde con una curva
normal propia C sobre F,, y los valores absolutos (2.7) estan relacionados con los valores absolutos

2.16) via 2.18).
3. Alturas

3.1. Definicion y propiedades basicas. De ahora en mds, para todo cuerpo global K, elegi-
mos representantes de Mg como en (2.3)). Sea k una clausura algebraica separable de k, y sea

X € P”(%) con coordenadas proyectivas (xp : ... : X,) que se encuentran en una extension finita
separable K sobre k. La altura multiplicativa absoluta de x se define como
(2.19) H(x) := ]—[ max 1x]],.
0<i<n
veMy

No es dificil de ver [BG06, Lemma 1.5.2, Lemma 1.5.3] que la altura de x es independiente del
cuerpo de definicion L y de la eleccion de las coordenadas, y es siempre al menos 1.

Dado un punto x = (xy, ..., x,) € A"(K), definimos su altura como
(2.20) Hx):=H(1 :x)=H( :x1:...:x,) = 1_[ {nax{l,llx,-llv}.
VEMK stsn

En particular, para todo 1 <i < ny paratodo v € Mg se tiene

@20 bl < | ] hlls | ] maxn il = Heo < | | maxtn bl = B x).

veEMg veEMg veEMg
[Ixilly>1

Algunas de las propiedades bésicas de la altura multiplicativa son las siguientes.

ProprosiciON 2.15. Tenemos:
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(a) Para todo x € k, hl(x’") = |m|H(x) para tgdo m € Z.
(b) Para todo x € P"(k) y para todo y € P"(k) con coordenadas (x;); e (y;); respectivamente,

consideremos el puntox ® y € P(””)(’"“)‘l(%) con coordenadas (x;y;); j. Entonces H(x ®
y) = H®)H(). )
(¢) Para todo x4, . ..,x, € A"(k), tenemos

(2.22) H (Z x,-) <r ]_[ H(x)).
i=1

i=1
Mds aiin, si Mk no tiene lugares arquimedianos, la cota anterior vale sin el factor r.
(d) Sea x un punto en A"(k) o P"(K) con coordenadas (x;);. Si o € Gal(k/K) y si o(x) estd
dado por las coordenadas (o(x;));, entonces H(x) = H(o(x)).

(e) Sea S C My un conjunto finito de lugares. Para todo x € k se tiene. que vale la desigual-
dad fundamental:

(2.23) Hx)™ < ]_[ lxll, < H(x).

vesS

Las demostraciones de las propiedades anteriores pueden encontrarse en [BG06, § 1.5] para
K = Q, pero las pruebas se extienden facilmente al caso general.

OBSERVACION 2.16. Definimos la altura H en una clausura algebraica separable de k, porque
estamos trabajando con cuerpos globales, pero esto no es necesario, ver [BG06, § 1.3.10, 1.4.6-
1.4.13,1.5.22].

OBSERVACION 2.17. Mientras que la altura multiplicativa se usa usualmente pues esta definida so-
bre todo Q y es independiente del cuerpo de definicién de las coordenadas, en la literatura también
es usada la nocidén de altura multiplicativa relativa de un punto. Si K es un cuerpo de nimeros,
para un lugar v € Mg, definimos

| x| 1f v is real
(2.24) x|, := {|x|, if v is complex
N(p,)"»™ if v is non-archimedean
Si K es un cuerpo funcional, consideramos la curva normal propia asociada C y consideramos

los valores absolutes (2.16) con ¢ = ¢~!. Para todo punto x = (xg : ... : x,) € P*(K) la altura
multiplicativa relativa de x es la cantidad

(2.25) H(0) = | | maxilxi,).

veMg
De la definicion de la altura multiplicativa absoluta y la Observacién [2.10] concluimos que
(2.26) H(x) = Hg(x)/IEH,
Notemos que (2.17), luego de tomar logaritmos, toma la siguiente forma “geométrica” cuando K

es un cuerpo funcional y x = (fy : ... f,) con f; € K = k(C):
(2.27) hi(x) := log, (Hx(X)) = — Z deg(x) minford,(f;)}-

xeC!
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En particular, si f € K* = k(C)*, tenemos

(2.28) hi(f) = hi(1 2 ) = = ) deg(x) min{0, ord,(f)}.

xeC!

OBSERVACION 2.18. Notemos que la altura de un cuerpo de nimeros tiene una diferencia muy
importante con la altura de un cuerpo funcional. Si K es un cuerpo global que es un cuerpo
funcional, entonces la funcién altura H es muy esparsa. Mds precisamente, la altura proyectiva de
un punto x € P*(K) es de la forma ¢"/!8*1_ donde m es un entero positivo.

Sea K = k. De la definicion de la altura, se sigue inmediatamente que N(x) = H(x) para todo
x € Oy. En el caso general, no tenemos una igualdad: si K = Q( V/3), entonces

N1+ V3) = Ngjo(1+ V3) =2 > 1+ V3=H( + V3).
Sin embargo, tenemos una cota que se sigue de la desigualdad fundamental (Proposicién (e)).
Lema 2.19. Sea x € Ox\{0}. Entonces
(2.29) N(x) < H(x)*H,

vp, (x)
i

DEMOSTRACION. Sea x = [[i_; p la factorizacion por ideales primos en Ok y sea p; el primo

debajo de p;. Entonces por (2.9)
(2.30) NVES = T NGO = T ] -
i=1 i=1

Por la Proposicion (e), de la desigualdad anterior concluimos
(2.31) N(x) < H(x)™H,

O

3.2. Cota para coordenadas afines. Para uso préximo, notemos que la altura afin y proyec-
tiva de un punto puede acotarse en términos de las alturas afines de sus coordenadas; concreta-

mente, Si X = (Xq,...,X,) € A”(%) con los x;’s contenidos en una extension separable de k, entonces
es facil ver que
(2.32) H(xy:...:x) <H(L:xp ... x,) < max{H(x;)}".

Mas atdn, supongamos que X tiene sus coordenadas x; € Ok para algun cuerpo global K. Por el
Teorema [2.8] ||x;|l, < 1 para todo v € Mg, y para todo i. Entonces (2.21), el Hecho (2.4) y el
hecho que la altura es siempre al menos 1, deducimos que

(2.33) H(l:x;:...:x,) = H max{l, ||xl,} < H max{H(x;)} < max{H(x;)}"**,
VGMK’DQ ! VGMK’OO ! '
Notemos que la desigualdad (2.33)) es mas fuerte que (2.32)) cuando n es mds grande que [K : k].
De (2.32) y (2.33), vemos que si un punto x € P"(K) admite coordenadas con altura pequeia,

entonces la altura proyectiva de x es pequefia. Para nuestros propdsitos, necesitamos un reciproco
de este resultado, que probamos en el siguiente lema.

35



Lema 2.20. Sea K un cuerpo global de grado d = [K : k). Entonces, todo x € P"(K) de altura

proyectiva a lo sumo N admite coordenadas (yo : ... : y,) cony; € Og paratodo 1 < i < ne
lyillw < N para todo w € M. En particular,
(2.34) H(:yg:...:y,) < N@mhd,

Si bien el Lema [2.20] es estdndar, no pudimos encontrar una referencia en la literatura. En el
caso de cuerpos de nimeros, el Lema [2.20] se sigue facilmente de la interpretacion de la altura en
términos de la medida de Mahler de un polinomio; ver la Observacion Esto sin embargo no
funciona para cuerpos funcionales. Por este motivo, incluimos una prueba que contempla tanto el
caso de cuerpos de nimeros como el de cuerpos funcionales.

DeMosTRACION. Sea x € P*(K) con H(x) < N. Existen coordenadas (xy : ... : x,) con x; € K
paratodo 0 <i <ny x;, = 1 paraalgiun O < iy < n. Podemos suponer que ip =0y x =(1: x; :
... . X,). Para algin j tal que x; # 0, sea S ; el conjunto de w € My con ||x/|l,, > 1. Para cualquier
tal lugar la cota (2.21) implica

(2.35) llx;ll, < H(x) < N paratodo j=1,...,n, ytodow € S ;.

Ahora, seaw € Mg 4,NS ; y p,, el correspondiente primo en Ok. Sea v,, € M; el lugar debajode w'y
pw €l correspondiente primo en Oy. Definimos a,, := =V, (X;) foulpus Zjw := P Y 2 = [Twes; Zjw-
Por lo tanto (2.9) implica que para todo w € Mk g, se tiene

(2.36) Izj - xjlle < Nzjawllw - 11l < 1.

Como ||xjll,, < 1 para todo w ¢ S ; y por construccion, z; € Oy, deducimos ||z; - x;l,, < 1 para todo
w € Mk gin, lo cudl significa que z; - x; € Ok.
Ahora, sea w € Mg .. Como z € Oy, tenemos
(K koo (K koo

LK w;koo] 5 a_j,Tw’
(2.37) Il =l © =| [ [ leswlle] — ={] ] lIpwlls

a2 . / .
w'eS ; w'eS ;

. e , fwll W .
Si k = Q, entonces |[pwlle = |pwl y N(Pw) = |pu|Ok/PwOdpwl = ||p|I0""™ . Sik = F(T),
entonces ||pw’||oo — qdeg(pw’) — q[ok/pw’ :]Fq] y

(@) 7 F o Ok Dy [0k Py _ fw/l w!
N, = q[ k/Pw Fql _ q[ k[P :Okl Py 11O/ Py Fgl _ ||pw/||of> P

Reemplazando aj,, = —vy (X)) fo,,p,, €0 ([2.37), usando la cota [K,, : k] < d, la identidad (2.9) y
el Teorema[2.15](e), concluimos
[Kvikeo]
_ VP, (Xj)
(238) el <| [T NG| <[] Il < He”.
W/ESJ‘ W'ESj

Como |lx;|| < H(x;) < N, de (2:38) concluimos ||zjll, < N¢. Ahora, definamos z = [T 2)-
Tenemos ||z - xjll,, < 1 para todo w € Mg, ¥ llz - xjll, < N*! para todo w € Mg. Siyy = z

ey; = z-xj, concluimos que (yo : ... : y,) €s un conjunto de coordenadas de x que satisfacen el
Lema Mis aun,
(2.39) H(l:yg:...:y,) = l_[ max({1, [y;l,,} < N@+De.

WEM](VOO
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OBSERVACION 2.21. La idea de la prueba del Lema es limpiar los denominadores de cada
coordenada de x. Podemos conseguir esto de una manera “mads sencilla” si K es un cuerpo de
nimeros de grado d. En efecto, seax € Ky f = Zf-lzo a;T' = ay(T — a;)--- (T — ay,) el polinomio
minimal de x sobre Z. Por [BG06, Proposition 1.6.5], sabemos que

(2.40) HY! =lad | ] el

Jilajl>1
donde | - | es el valor absoluto euclideano de C. Notemos que azx € Ok, y H(x)? > |ay|. Si
x=(:x:...:x,)conx; €K paratodo i, y verifica H(x) < N, entonces H(x;) < N, y para
cualquier i tal que x; # 0, existe a; € Z\{0} tal que |a;] < H(x)? < N?y a; - x; € Og. Tomando
a = [l a, Yo = a,y; = ax; para todo i, obtenemos coordenadas proyectivas (y : ... : y,) para X

que satisfacen el Lema

3.3. Comportamiento de la altura bajo polinomios. Vamos a necesitar entender el com-
portamiento de la altura proyectiva bajo funciones polinomiales. Si bien esto podriamos hacerlo
usando la teoria de alturas de Weil, para nuestros propdsitos la siguiente proposicion sencilla sera
suficiente.

PRrOPOSICION 2.22. Sea ¢ : P" — P™ una funcién racional de grado d definida sobre k, ¢ =
(fo,-- - fm) con f; polinomios homogéneos de grado d, y sea Z C P" el subconjunto de ceros
comunes de los f;’s. Notemos que ¢ estd definida en P"\Z. Entonces

(2.41) H(¢(x)) < RH(a)H(x)" para todo x € P”(%)\Z,

donde R es el mdximo niimero de monomios apareciendo en los f;, y a es el punto proyectivo con
coordenadas los coeficientes de todos los f;.

Se puede encontrar una prueba de esta proposicién en [HS00, Proposition B.2.5 (a)] para cuer-
pos de niimeros, pero la misma prueba sirve para cuerpos funcionales.

Como corolario de esta proposicion, obtenemos una cota superior para altura afin de la imagen
de una funcién polinomial.

CoroLARI0 2.23. Sea P(T), ..., T,) = Y iy Civin T+ T € K[T1, ..., T,I\MOY, € = (¢iy. i )iy

Sea R el nimero de (iy, ... ,1,) conc;,_; # 0. Entonces para todo x € A"(K) tenemos
(2.42) H(P(x)) < RH(1 : ¢)H(1 : x)%&P),
DemosTRACION. Sea Q(Ty, ..., T,) = TP )P(%, e %) la homogenicacién de P. Aplicando

la Proposicion ap(xo,...,x,) = (Xgeg(P) : Q(xg, . . ., x,)) concluimos que
(2:43) HOSEP - Q(xg, ..., ) < RH(1: H(xg < ...+ %)%,

Luego, arribamos a la conclusioén deseada evaluando en (1 : x; : ... : Xx,). O
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3.4. Teorema de Northcott. Es trivial que el conjunto de nimeros racionales de altura aco-
tada es acotado. Cuando K es un cuerpo global, el mismo resultado vale, y es un teorema de
Northcott; ver [HS00, Theorem B.2.3] para una prueba para cuerpos de nlimeros que también fun-
ciona para cuerpos globales que son cuerpos funcionales. Sin embargo, para nuestros propositos,
requrimos una version cuantitativa del teorema de Northcott, que enunciamos en el proximo teo-
rema.

TeorREMA 2.24 (K cuerpo de nimeros: [Sch79]]; K cuerpo funcional: [Wan92]). Sea K un
cuerpo global de grado d, sean > 1 un entero, y sea

l{x € P(K) : Hx(x) < T}| if K is a number field

Nx(P"(K), T) = { e = e .
l{x € P"(K) : Hx(x) = T}| if K is a function field

Entonces, existe una constante explicita a(K, n) > 0 tal que
(2.44) N(P”(K)’ T) — a(K, n)T(n+1) + O(T(”H)_%)_
En particular, si

l{x €e P"(K) : H(x) < T}| if K is a number field
l{x €e P(K) : H(x) < T}| if K is a function field

2

NE'(K),T) = {

entonces, existe una constante explicita a’(K,n) > 0 tal que

(2.45) N(P"(K), T) = a' (K, m)T*"*D + o(r4H-1),

4. Construccion de polinomios auxiliares

4.1. Una variante del lema de Siegel para cuerpos globales. Uno de los pasos importantes
del método polinomial es construir polinomios de baja complejidad que se anulen en un conjunto
de puntos. Vamos a hacer esto construyendo un tal polinomio de la misma manera que en [Wall4,
Wall2], probando una variacion del lema de Siegel, que incluye tanto el caso de cuerpo de nimeros
como el de cuerpo funcional. Notemos que para cuerpos de nimeros, podemos usar el resultado de
Bombieri-Vaaler [BV83| Corollary 11] (ver también § 4.2)), o incluso un resultado mds elemental
como [BG06, Corollary 2.9.2]. Debido a la falta de una referencia para el cuerpo funcional, damos
una prueba vélida para ambos casos.

Lema 2.25. Sea K un cuerpo global con [K : k] = d. Sean (a;j);j, 1 <i <5 1< j<t
elementos de Ok con H(a;;) < C para todo i, j. Supongamos que t > 2d°s. Entonces, existe
x=(ci,...,c;) € OL\(0}, tal que

2?
(2.46) H(1 : ¢) <x (tCY)2
y
t
(2.47) Z cja;j=0foralll <i<s.

=1
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DEMOSTRACION. Sea /i > 1 un parametro a elegir mds adelante. Sean N(Ok, h) y N(K, h) respec-
tivamente el nimero de puntos en Ok y K de altura a lo sumo /4. Hay N(Ok, h)'-tuplas (cy, ..., c;)
con H(c;) < h par atodo 1 < i < t. Para cualquier tal eleccion, (2.33) y el Corolario implican

t

(2.48) H(Z c‘,-a,-.,-) <tH(:0)H( :a; : ... ay) < t(hC)".

=1
Entonces, hay N(Ok, t(hC)?)* posibles configuraciones para todas las sumas Z}: 1 Cjaij. Si
(2.49) N(Ok, h)' > (N(Ox, (1(hC)")))’,
entonces existen dos tuplas ¢, ¢, € [h]bK\{O}, c = (c(ll), .. ,cgl)), Cc, = (c(lz), ... ,cﬁz)), ¢ # ¢, tales
que

t t

(2.50) > Pay =Y Payforall 1 <i<s,

J=1 J=1

y ¢ = ¢;—¢, satisface (Z.47). Como H(x+y) < 2H(x)H(y) para todo x, y € k, tenemos H(ci.l)—ci.z)) <
2h% para todo 1 < j < t. Entonces la desigualdad (2.33) da la cota H(1 : ¢) < (2h*)?. Veremos que

existe un 4 adecuado tal que se cumple (2.49), y que para esta eleccion de A, ¢ satisface (2.46) .
Notemos que

(2.51) N(Ok,h)' = (No,,h)" and N(K, (t(hC)"))* > N(Ok, (t(hC)"))".

Es f4cil ver que N(Oy, h) ~; h. Ahora, por el Teorema|2.24] N(K, h) ~¢ h**. Por lo tanto, eligiendo
h tal que

(2.52) B >k (t(hC)*)* ™,

concretamente,

(2.53) h ~g (1CH7,

entonces N(Oy, h)' > N(K, (t(hC)?))*. Esto, junto con (2.51)), implican (Z.49) y (2.46). O

4.2. Puntos de altura pequeiia en subespacios. Para el Capitulo [2] necesitaremos encontrar
puntos de altura pequefia en un espacio vectorial fijo. Vamos a hacer esto mediante una gene-
ralizacién del lema de Siegel, siguiendo [BV83, Thu95, RT96]. Primero definimos la altura de
Arakelov de un punto x € P"(k). Dado w € My y v € M; el lugar debajo de w, para cualquier
X = (X, ...,X,) € (K,)"! definimos

maXOSiSn{”xi||v}[KW:kv]/[K:k] siw € MK,ﬁn

n [Ky:ky]1/2[K K]

254 Hv X) =

29 0 [Z ||x,-||3] Siw € My
i=0

Entonces la altura de Arakelov de x € P*(K) es

(2.55) Ha®) = | | Hu(x).

weMg

Debido a la férmula del producto, la altura de Arakelov estd bien definida, y es facil de ver que no
depende de la eleccion de coordenadas de x. Mds atin, la definicion de H,,(x) no depende en la
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extension. K, 1.e. Har €s una funcion bien definida en P(k). También, es ficil de probar que para
todo x € P"(k), se tiene

(2.56) H(x) < Hx(X) < Vi + 1H(X).
Sea r un entero positivo. Dado un anillo conmutativo R escribimos A’(R") para la potencia exterior
r-ésima de R". Sea {ey,...,e,} la base candnica de R". Si r < n, ponemos M = (f) e identificamos

A"(R™) con RM via el morfismo de R-médulos que aplica los productos e;, A --- Ae; con 1 < i <
.-+ < i, < nalabase canbnica de R, de acuerdo al orden lexicografico. Entonces podemos definir
las funciones (2.54) en A\"((K,)") para todo v € M.

SeaV C X un k-subespacio vectorial. Si V es de dimension 1, definimos la altura de Arakelov
de V, y la denotamos Ha(V), como la altura de Arakelov Ha,(x), donde x es cualquier elemento

. -h . . .,
no nulo de V. En general, si V C k es un subespacio de dimension m > 1, entonces A" V es un
. . ., —n
subespacio de dimension 1 de A"k y ponemos

(2.57) Hp (V) = H( A V).

Si V = {0}, definimos H,(V) = 1. Notemos que la altura Ha.(V) posee la siguiente propiedad util.
Sea (-) : K" x K" — K la forma bilineal dada por

n

(2.58) xX,y) = Z Xy, forall X := (xq,..., %),y = O1y- v V)

i=1
Dado un subespacio V C %n, denotemos V+ para el subespacio de k ortogonal a V, i.e. el subespa-
ciodex €k tal que (x,y) = O paratodo y € V. Se tiene:

TreoremA 2.26 ([Thu93, Duality Theorem]). Para todo subespacio V C k', se tiene
(2.59) HV*) = H(V).

Ahora volvemos al problema de hallar puntos de altura pequeia en un espacio vectorial. La
generalizacion del lema de Siegel que usaremos es el siguiente teorema.

TeoremA 2.27 ([BV83, Corollary 11], [Fuk10, Theorem 1.2.]). Dado un cuerpo global K, ex-
iste una constante positiva C(K) tal que vale lo siguiente. Sea V C K un subespacio de dimension

m > 0 definido sobre K. Entonces existe una base {x,...,x,} de V en K" tal que
(2.60) [ [HG) < [ [HO :x) < CK)"Ha (V).
i=1 i=1

En particular, existe un vector no nulo x € K" tal que
(2.61) H(x) < H(1 : x) < C(K)Hp (V)™
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CAPITULO 3

Conjuntos mal distribuidos en cuerpos globales

1. Introduccion

El propésito de este capitulo es generalizar resultados conocidos sobre las propiedades de los
conjuntos de enteros mal distribuidos al nivel de clases residuales para muchos médulos primos.
Mis precisamente, vamos a probar una version en cuerpos globales del siguiente principio:

ProsLEM 3.1 (Problema Inverso de Criba). Supongamos que tenemos un conjunto S € {1,...,N}?

ocupando muy pocas clases residuales modulo p para muchos primos p. Entonces, o bien S es
pequerio, o posee una estructura algebraica robusta.

Siguiendo la explicacion en [Wall2], un tal resultado inverso de criba es de mucho interés
en teoria de nimeros. El Problema permanece abierto para d = 1. En [HV09], Helfgott y
Venkatesh prueban el caso d = 2 del Problema[3.TJusando el método del determinante de Bombieri-
Pila para obtener una generalizacion de dimension 2 de la criba mas grande. Para todo d > 2, en
[Wal12] Walsh resuelve el Problema[3.1] Mds precisamente, él prueba el siguiente resultado

TreoremA 3.2 (Walsh, [Wall2, Theorem 1.1]). Seam 0 < k < d enteros y sean &,a,n > 0
niimeros reales positivos. Entonces, existe una constante C dependiendo solo de los pardmetros
anteriores, tal que para todo conjunto S C {1, ..., N} ocupando a lo sumo ap* clases residuales
para todo primo p se tiene al menos una de las siguientes:

(i) (S es pequeiio) |S| <gxso N8,
(ii) (S es robustamente algebraicos) Existe un polinomio f € Z[Xi,...,X,] de grado a lo
sumo C y coeficientes acotados por N¢ anuldndose en mds de (1 — n)|S| puntos de S..

La idea en [Wall2] para probar el Teorema sigue el esquema del método polinomial:
primero, encontramos un ‘“‘subconjunto caracteristico” X de S, i.e. un conjunto tal que todo poli-
nomio de complejidad pequeiia que se anula en X debe también anularse en una proporcion positiva
de S. Entonces, por argumentos de contar dimensionales, encontramos un polinomio de comple-
jidad pequefia que se anula en X. Como X era un subconjunto caracteristico, esto fuerza a que el
polinomio se anule en una proporcién positiva de S .

Una pregunta natural es si el Teorema 3.2 puede mejorarse, en el sentido que un conjunto ocu-
pando pocas clases residuales siempre posee algun tipo de estructura algebraica, i.e. si satisface
el Teorema (ii). En [Wall2] estd probado que existen conjuntos S C {1,...,N}¥ de tamafio
IS| > N*! ocupando menos de p* clases residuales para todo primo p pero que no poseen es-
tructura algebraica. Sin embargo, Walsh muestra que todo S C {1,...,N}¢ de tamafo |S| > N?
ocupando pocas clases residuales para muchos primos p, que verifica ciertas condiciones de regu-
laridad, debe satisface el Teorema (i1).

Si bien no se puede esperar que un conjunto mal distribuido sea fuertemente algebraico como
en el Teorema (i1), Walsh en [Wall4|] prob6 que tales conjuntos siempre poseen algtn tipo
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de estructura algebraica. Para poder enunciar su resultado recordamos la nocién de complejidad
usada en [Wall4]. Un polinomio no nulo tiene complejidad a lo sumo C en {1,...,N }4 si tiene
grado a lo sumo C'y sus coeficientes estdn acotados por N€.

TeoremaA 3.3 ([Wall4, Theorem 1.2]). Sea S C {1,...,N}¢ ocupando < p* clases residuales
para todo primo p y algin niimero real 0 < k < d. Entonces, para todo € > 0, existe P €

ZlXi, ..., X4] no nulo de complejidad <, 4. (log(N )7+ anuldndose en al menos (1 — €)|S | puntos
deS.

El Teorema [3.3| es ajustado al exponente; en [Wall4] se prueba que para toda eleccion de
0 < k < d, existe algiin ¢ > 0 y un conjunto S C {1,..., N} satisfaciendo las hipétesis del
resultado, pero tal que no hay ningin polinomio de complejidad a lo sumo (log(N))¢ anuldndose
en una proporcion positiva de este conjunto.

La prueba del Teorema 3.3]también sigue el método polinomial, pero a diferencia del Teorema
donde la construccion del subconjunto caracteristico es mas bien delicada, aqui se usa un
argumento de muestreo aleatorio.

El objetivo de esta seccidon es proveer una generalizacion del Teorema |3.3| en el contexto de
cuerpos globales, reemplazando Z con el anillo de enteros Ok, con K un cuerpo global. El andlogo
diofantino correcto de {1, ..., N} deberian ser los elementos de Ok de altura afin H(x) a lo sumo
N. Notemos a este conjunto como [N]p,. Ahora tenemos una nocioén obvia de complejidad de
un polinomio definido sobre Ok. Decimos que un polinomio no nulo P € O[X,...,X,] tiene
complejidad a lo sumo C en [N]p, si tiene grado a lo sumo C'y sus coeficientes tienen altura afin
acotada por N€.

Generalizamos en una manera directa la nocién de conjuntos mal distribuidos al nivel de clases
residuales. Para un ideal primo p C Ok, y un conjunto X C O%, notemos X, al conjunto de clases
residuales de X modulo p:

(3.1) X, ={(x1,...,x,) mod (p): (x,...,x,) € X}.

Siguiendo la misma estrategia de Walsh, probamos la siguiente generalizacién del Teorema (3.3
Teorema 3.4 ([Parl9, Theorem 1.7]). Sea X C [N], ocupando < N(p)* clases residuales

para todo primo p y algin niimero real 0 < k < n. Entonces, para todo € > 0 existe P €

OklXi,...,X4] no nulo de complejidad < .- (log(N))#= anuldndose en al menos (1 — &)|X|
puntos de X.

Como en el Teorema3.3] el Teorema[3.4]es ajustado al exponente; De hecho, nosotros probamos
un teorema mas general que el Teorema donde consideramos puntos racionales de altura aco-
tada que estdn contenidos en una variedad proyectiva. Vamos a formular este resultado en la
préxima seccion. En el proceso de la prueba del Teorema [3.4] obtenemos una version efectiva del
teorema de normalizacion de Noether, la cudl creemos que puede ser de interés.

2. Notacion

Antes de probar el resultado principal, que implicara el Teorema|3.4} introduciremos notaciones
y definiciones convenientes. Empezamos con la generalizacion de la caja [N] = {1,..., N}

Noracion 3.5. Dado un cuerpo global K y un entero positivo N, denotamos:
[N1p, = {x=(x1,...,x,) € O : mlax{H(xi)} < N},
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[N]§ = {x = (x1,...,x,) € K" : max{H(x;)} < N},

[N]An(]() = {X = (X],...,Xn) e K": H(l Xyl Xn) < N},
[Nlpngy :={x=(x0:...:x,) €eP(K): H(xp :...: x,) <N}
2.1. Reducciéon modulo un primo. Sea p C Ok un primo, y consideremos X = (xp : ... : X,) €

P"(K). Dado que O, es un anillo de valuacién discreta, si x; # 0 podemos escribir x; = a;u”»™ con
a; € Oy y u un elemento uniformizador de O,. Sea v = min{v,(x;) : x; # 0} y denotemos por iy
al indice que alcanza este minimo. Ahora, paratodo 0 <i <n,seax; =0six; =0,0x] = u"x;
caso contrario. Entonces x admite coordenadas (x; : ... : x;), las cudles verifican que son cero o
Vvo(x;) > O para todo i, y vy(x; ) = 0. Ademas, si (yo : ... : y,) es otro conjunto de coordenadas para
xe(y,:...:y,) son las coordenadas obtenidas mediante el “limpiado de denominadores” como
hicimos con (xo : ... : x,), es claro que x; = 0 siy s6lo si y; = 0, y caso contrario, vy(x]) = vyy).
En particular, (y;,...,y;,) = (4x;,...,4x;) con 1 € K y v,(1) = 0. Podemos escribir esto como:

Hecho 3.6. Dado un primo p en K, todo x € P"(K) admite coordenadas (xo : ... : x,) tales que
para todo 7, x; = 0 0 vy(x;) > 0, y existe 0 < iy < n con vy(x;)) = 0. Mds aun, otro sistema de
coordenadas que satisface esta condicién difiere por un miltiplo A € Oj.

Para todo primo p C Ok, definimos la funcién reduccién médulo p 7, : P"(K) — P"(Ox/p)
como sigue. Dado x € P"(K), elegimos coordenadas como en le Hecho [3.6] En particular, para
cada i, tiene sentido tomar la reduccién de x; médulo p, i.e. ver la imagen de x; bajo la reduccién
0, — O,/p = Ok/p. Entonces definimos m,(x) como el punto en P"(Ok/p) con coordenadas (x
mod (p) :...:x, mod (p)). Que esta funcidn esta bien definida es consecuencia de la “unicidad”
del Hecho

Sera natural usar la siguiente notacion.

Nortacion 3.7. Para todo x, X" € P*"(K), denotamos x = X’ mod (p) si m,(X) = mp(X").

Notemos que la reduccién médulo p satisface la siguiente propiedad, andloga al hecho que los
polinomios preservan clases residuales.

Hecno 3.8. Sea P(Ty,...,T,) € Ok[Ty,...,T,] un polinomio homogéneo no nulo. Sean x, X’ €
P"(K) con x = X’ mod (p). En particular, si (xo,...,x,) y (x; : ... : x,) son coordenadas de x
y X’ respectivamente, entonces existe 4 € Ok tal que x; = Ax, mod (p) para todo i. Entonces
P(x) = 2%°¢®P P(x’) mod (p). En consecuencia, si X’ verifica P(x) = 0 mod (p), tenemos P(x’) =
0 mod (p).

OBSERVACION 3.9 (Manera alternativa de definir la reducciéon mdédulo un primo). Sea K un
cuerpo global y Ok su anillo de enteros. Existe un conjunto de lugares finito S C Mk tal que el
anillo de S -unidades Ok s es un dominio de ideales principales. Luego, todo elemento x € P"(K)

admite coordenadas (xp : ... : x,) tal que su maximo comun divisor es trivial. Mds adn, esta
eleccién de coordenadas es tinico salvo un escalar A € O% ;. Por lo tanto, para todo primo p ¢ S
se tiene que (xo mod () : ... : x, mod (p)) define un elemento en P*(Oks/p). Usando la identi-

ficacion Ok s /p = Ok /P, arribamos a la reducciéon moédulo p 7, : P*(K) — P*(Ok/p), que coincide
con la funcion que definimos anteriormente. El tnico inconveniente con esta definicion es que
funciona para todo primo p salvo finitas excepciones.

Habiendo definido las funciones reduccidn, es natural definir un “conjunto mal distribuido” de
P"(K) como un conjunto tal que su imagen bajo la reduccién x, es pequeia, para muchos primos
P
p. Por este motivo, serd conveniente usar la siguiente notacion.
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Notacion 3.10. Para todo ideal primo no nulo p C Ok, y todo conjunto X C P"(K), denotamos
X, 1= mp(X).

Notemos que si X € P"(K), entonce spara todo primo p in K, |X,| <, N(p)".

2.2. Complejidad y conjuntos mal distribuidos. Consideremos Z C P"(k) una variedad
proyectiva definida sobre un cuerpo global K, con ideal homogéneo /(Z) generado por polinomios
homogéneos fi,...,fi € Ox[To,...,Tyl, conlo que Z = V(fi,..., fI). Llamemos dim(Z) a la
dimension de Z como variedad. Sea M > 0 un nimero real tal que [ < M, dm(Z) < My
deg(f;) < M para todo i. Supongamos que Z es geométricamente irreducible. Entonces, el teorema
de Bertini-Noether [FJ08, Proposition 10.4.2, Corollary 10.4.3(a)] nos dice que para todos salvo
finitos primos p de K la reduccion Z, := V( ﬂ, el f,), donde f, denota la reducciéon médulo p de
/i, permanece geométricamente irreducible y dim(Z,) = dim(Z) < M.

Debido a la estimacién de Lang-WEeil, la reduccién Z, tiene (1+ Oy (N ()" V)N (p)3M@ clases
residuales par casi todo primo p. El resultado principal de este capitulo es un teorema que afirma
que un conjunto mal distribuido en Z tiene algun tipo de estructura algebraica, con respecto a la
variedad Z. Para poder formular precisamente este resultado, adaptamos la nocion de estructura,
adaptamos la nocion de estructura algebraico para subconjuntos en Z(K, N) := Z(K) N [Nlpnk).
Esto requiere extender la definicion de complejidad de un polinomio dada en [Wall4, Wal12].

DermNicioN 3.11. Sea P € Ok[Ty, ..., T,,] un polinomio no nulo. Decimos que P tiene com-
plejidad a lo sumo C en [N]j, si su grado tiene a lo sumo C'y sus coeficientes tienen altura aftin

a lo sumo NC. Mis en general, sea Z C P"(k) una variedad proyectiva definida sobre K. Deci-
mos que un polinomio homogéneo P € Ok[Ty,...,T,] que no se anula en Z, tiene complejidad
a lo sumo C si existe un polinomio no nulo homogéneo Q € OklYy, ..., Yaimz] de complejidad
a lo sumo C y un cambio de variables polinomial Y; = Li(Ty,...,T,), 1 < i < dim(Z), con
P(T(), ceey Tm) = Q(L()(T(), ceey Tm), ey Ldim(Z)(TO’ ceey Tm))

Cuando Z = P"(k), la nocién de complejidad coincide con la complejidad de un polinomio
homogéneo no nulo P € Ok|[Ty,...,T,].

Ahora enunciamos el resultado principal de este capitulo, que generaliza [Wall2, Theorem
1.3].

Teorema 3.12 ([Parl9, Theorem 3.2]). Sea Z C P’"(E) una variedad proyectiva definida
sobre un cuerpo global K con ideal de definicion homogéneo I(Z) generado por fi,...,[; €
OklTy,...,T,), y llamemos n = dim(Z). Supongamos que Z es geométricamente irreducible.
Para todo n > 0, todo niimero real 0 < k < n, existe T = 7(n,k, K,Z) > 1 tal que lo siguiente vale.
Sea I el intervalo real [T(log(N))#+,21(log(N))i=]. Escribamos P,k para el conjunto de ideales

primos p C Ok definido como

P e {p C Ok : N(p) € I si K es un cuerpo de niimeros
b= {p C Ok : N(») = 7(log(N))i=} si K es un cuerpo funcional

Entonces, para todo X C Z(K, N) con |X,| < N(p)* para todo primo p € Pk, y todo € > 0 existe
un polinomio homogéneo no nulo P € Og[T,...,T,] que no se anula en Z, tiene complejidad
<Ly nmekz (1og(N )) ik y se anula en al menos (1 — €)|X| puntos de X.

En la préxima seccién, veremos que cuando K = Q y Z = P"(Q), el Teorema implica
[Wall12, Theorem 1.5]. También, vamos a ver que el Teorema|3.12|es ajustado al exponente.
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OsservACION 3.13 (Mala distribucion luego de extender el cuerpo base). Sea X C [N]j un
conjunto tal que X ocupa pocas clases residuales para muchos primos. Entonces es facil de ver
que X permanece mal distribuido en cualquier cuerpo global K’ extendiendo K, i.e. viendo a X
como subconjunto de [N]_, X ocupa pocas clases residuales para muchos primos. En particular,
de ser necesario, podemos asumir que la extension K/k tiene alguna propiedad especifica, e.g. es
de Galois y tiene grado suficientemente grande.

3. Prueba del Teorema [3.12

Como en el esquema del método polinomial, la prueba del Teorema [3.12] consistird de dos pa-
$Os: construir un conjunto caracteristico, y construir un polinomio que se anula en dicho conjunto.
Para poder realizar lo segundo, vamos a requerir realizar un cambio de variables adecuados, siendo
una de las maneras posibles de hacerlo mediante el teorema de normalizacion de Noether.

3.1. Construccion del conjunto caracteristico. Introducimos la cantidad
(3.2) r = n(log(N))™,
donde > 1 es una constante a ser elegida después. Notemos que para todo ¢ > 0,
(3.3) r<N"
para N suficientemente grande, dependiente en n, k pero independente de 7.

Proposicion 3.14. Sea X € Z(K,N) con |X,| < aN(p)* para todo ideal primo p € P, k. En-
tonces existen una constante positiva C; = Cy(«a, k), conjuntos C,X’ C X de tamario |C| < r,
|X’| > |X|, tales que si n > C,7%, entonces para todo x € X' tenemos

(3.4) D Taecurme mod (v I0ZIN) > 1)

PEP Kk
donde |l| = T(log(N))ﬁ.
Notemos que si K es un cuerpo de nimeros, entonces |/| es la longitud del intervalo 1.

DemosTRACION. La prueba es exactamente la misma que en [Wall2, Proposition 3.1]. La in-
cluimos por completitud. Llamemos (x,L) € X X X" una tupla buena modulo p si existe una
coordenada de L tal que su reduccion médulo p coincide con la reduccion médulo p de x. Denote-
mos X,o0d,p Para el conjunto de tuplas buenas moédulo p. Nuestro conjunto C sera construido como
el conjunto de coordenadas de un L € X" tal que (x,L) € Xgp0q, para todo x € X para muchos
primos p € P; k. Para poder realizar esta construccion primero vamos a probar que para un primo
fijo p € Pk el conjunto X,o0q,p €8 grande.

Para toda clase residual a en Z,, denotemos X, a la probabilidad de x € X tal que x = a
mod (p). Para encontrar muchos (x, L) los cuales son buenos médulos p es suficientemente mostrar
que la probabilidad de que una tupla (x, L) no sea buena médulo p sea pequeia. En otras palabras,
es suficiente dar una cota superior ¢ < 1 para

(3.5) Z X,(1-X,).

acz,
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Si sumamos sobre los a’s tales que X, > 1/r, entonces obtenemos la cota superior (1 -1/r)". Como
esta cantidad tiende a e”! cuando r — +oo, para N grande (dependiente en 7 y k), tenemos que

(3.6) Z X.(1-X,) <c; <1
acZ,: X,>1/r

para alguna constante positiva ¢;. Ahora, si sumamos sobre los a’s tales que X, < 1/r, entonces
tomando en consideracion que X, tiene a lo sumo /N (p)“ elementos para todo primo p € Pk,
tenemos

1 2r(log(N))ix )< 2%ar* 1 -—
G D X(-X)s Y - 1<SNGF< oQrlogN)oy 2ot 1-¢)
acZ,: Xa<1/r a€Zy,Xa<1/r r r n(log(N))n-K n 2

donde la dltima desigualdad puede obtenerse si imponemos la condicién
(3.8) n>Ct

para alguna constante explicita C;, dependiente en @ y x. Combinando (3.6) y (3.7) obtenemos la
cota superior ¢ := ¢y + 1_201 < 1 para (3.5). En otras palabras, [Xgo0d,0| > (1 —¢)IX 1. Notemos que
la constante c¢ es efectiva, e independiente de p.

Del hecho que [Xg04,p| = (1 — o)|X|"*1, se sigue que:

Hecno 3.15. Para todo ideal primo p € P,k existen constantes absolutas c¢; y ¢,, ambas in-
dependientes de p, tales que para al menos c;|X|" elecciones de L € X', existen al menos ¢;|X|
elementos de x € X para las cuales (x, L) € Xyo0d,p-

En efecto, supongamos que esto falla. Entonces, para algin p € $;x y para toda eleccion
de constantes positivas ¢y, ¢, tenemos a lo sumo c;|X|" elecciones para L € X" tales que existen
al menos ¢,|X| elementos de x € X para los cuales (x,L) € Xgp0q,. Llamemos £ al conjunto de
L € X" tales que (X, L) € Xy004,p- Entonces L tiene a lo sumo ¢;|X|"” elementos. Recordando que ya
probamos la cota |Xgp0q,| = (1 — 0)|X I*1, tenemos que

(1 - C)lerH < |Xg00d,p| < |{(X’ L) € Xgood,p :Le L}l + |{(X’ L) € Xgood,p : L ¢ -E}l

3.9
59 < 1l X1+ (1 = epeal X,

Tomando ¢, y ¢, suficientemente pequefios arribamos a una contradiccion.

Decimos que un elemento L € X" es bueno médulo p si (X, L) es bueno médulo p para al menos
c2|1X| elementos x € X. Denotemos £, al conjunto de tales L’s. El hecho [3.15]implica que para
todo ideal primo p € P x tenemos |L,| > ¢,|X]|", por lo tanto tenemos

(3.10) DT IL 2 cllX 1Pl

PePrk

Se sigue que debe existir algin L’ tal que L’ € L, para al menos c¢|P; k| ideales primos en P k.
Por construccion, tenemos

(3.11) D ltp €01k (X, L) € L,)] 2 crcalXIP k.
xeX

Concluimos que existen constantes positivas cs, ¢4 y un subconjunto X’ C X de tamafio |X’| > c3|X]|,
tales que para todo x € X" hay al menos c3|P; k| ideales primos p € P, x paralos cuales (x, L") € L,,.
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Tomemos C como el conjunto de coordenadas de L', con lo que C tiene a lo sumo r elementos.
Como N (p) > |I| = 7(log(N))#=, tenemos que para todo x € X’ debe tenerse

(3.12) Z I5cecix=e mod ) log(N(p)) > C3|5DI,K| log(|1]).

PEP K

Si K es un cuerpo de niimeros, usamos el Teorema del Ideal de Landau para obtener [P | ~k loglill -

Reemplazando esta cota en (3.12)), concluimos la Proposicion Supongamos ahora que K es
un cuerpo funcional sobre F,. Si mx(n) denota los primos de K de grado n, entonces la Hip6tesis
de Riemann sobre cuerpos funcionales (ver [Ros02, Theorem 5.12]) implica

n n/2
(3.13) ) = L & og(q )
n n

donde g es el género de K. Ahora, pueden haber primos en el infinito que son contados en mx(n),
pero como hay finitos de tales primos, su grado estd acotado por una constante r(K), con lo que
para n > r(K), mg(n) cuenta sélo ideales primos de Ok de grado n. Recordando que P; x consiste
de primos de grado H = logq(r log(N)i=) = logq(lll), tenemos

(3.14) 1P k| (H) i + 0 ( e ) > i
. =7 = — _— _
HET T  Jog (1D T ¢ \log, (1)) T4 Tog (1)
Reemplazando en (3.12) deducimos la Proposicién [3.14] o

OBSERVACION 3.16. La constante C; en la Proposicion es efectiva, y puede tomarse que
dependa linealmente en @. La prueba muestra que si escribimos |X’| = §|X], entonces 6 > c3 y ¢3
es una constante absoluta efectiva.

Ahora, investiguemos la efectividad en la constante implicita en (3.4). Si K es un cuerpo
funcional, la constante implicita en la Hipétesis de Riemann (3.13) es efectiva (esto se sigue de la
prueba [Ros02, Theorem 5.12]). Por lo tanto, la efectividad de (3.4)) depende sélo en la cota para
el grado de los primos encima de co. Pero el grado de tales primos estd siempre acotado por el
grado [K : k]; esto se sigue de [Sti09, Proposition 1.1.15].

Ahora, supongamos que K es un cuerpo de nimeros. En este caso se conocen versiones efec-
tivas del teorema de los ideales primos de Landau; por ejemplo, ver [Dav80, pp. 95-96] y [IK04,
Thm. 5.33 y 5.35]. Sin embargo, para probar la Proposicién [3.14|s6lo necesitamos cotas inferiores
y superiores efectivas para mx(x) = {0 # p C Ok : N(p) < x}|, del orden correcto de magnitud en
x. Una cota superior efectiva para mg(x) puede encontrarse, por ejemplo, en [LMO79, Theorem
1.4], en donde se estudian versiones efectivas del teorema de Chebotarev. Si K/Q es una extension
de Galois, sea G el grupo de Galois de K/Q, y sea C C G una clase de conjugacion. Denotemos
por [%Q] para el simbolo de Artin. Denotemos:

(3.15) mc(x, K/Q) = ‘{p : p es no ramificado en K : [ﬂpQ] =C,N(@) < x}

Entonces existen constantes absolutas efectivas computables A;, A, tales que si K # Q, Ak q es el
valor absoluto del discriminante de Ky

(3.16) x > exp(A; (log(A/g)(log log(A o)) (log log log(Ak/g))e™)),
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entonces

(317) ﬂ'c(.x, K/Q) SAZ

log(x)’

Para obtener una cota inferior efectiva, podemos usar el siguiente resultado de [TZ17]. Sea K/Q
una extension de Galois. Sea G el grupo de Galois K/Q, y C C G una clase de conjugacién. Sea
H < G el mayor subgrupo abeliano de G tal que H N C # 0, y sea F el cuerpo fijo de H. Para un
caracter y en el grupo dual H, sea f, el conductor de y, y definamos

(3.18) QK/F) = max{N(f,) : x € H).
Entonces si
(3.19) x 2 AZQUK/F)™ + AFPQ(K/FYIF : QPP

tenemos que existe una constante absoluta efectiva computable A3 tal que
1 X
(A oQK/F)F : QI [K : Fllog(x)’

provisto que AgoQ(K/Q)[K : F]IF*% es suficientemente grande.
En conclusion, si asumimos la Hipétesis Generalizada de Riemann, o si la extension K/Q es
una extension de Galois, de grado suficientemente grande, la constante (3.4)) es efectiva.

(3.20) e(x, K/Q) > As

3.2. Normalizacion de Noether efectiva. Habiendo construido los conjuntos C y X’de la
Proposicién[3.14] el préximo paso es construir un polinomio homogéneo no nulo P € Ok[Ty, . .., Tyl
de complejidad pequefia que se anula en C pero no en Z. Luego de que esto esté hecho, vamos
a mostrar que un tal polinomio debe anularse en X’. Como |X’| = ¢|X]| para algin 6 > 0, esto
nos permitird concluir que P se anula en al menos 6|X| puntos en X, concluyendo el Teorema [3.12]
para € = 0. El Teorema entonces se seguird luego de O.(1) iteraciones de este resultado.
Nuestras herramientas principales serdn el Lema y la existencia de morfismos (racionales)
dominantes ¢ : Z — P4™@(k). La manera en la que nosotros encontraremos un tal morfismo es
mediante el lema de normalizacién de Noether. Dado que todos los resultados obtenidos hasta
ahora han sido efectivos , vamos a dar una version efectiva del lema de normalizacion de Noether.
La prueba estard basada en la demostracion cldsica, como en [Eis95, Lemma 13.2., Theorem 13.3]
o [Sha74, Chapter 1, § 5.4, Theorem 9]. Empezamos con el siguiente lema, que fue una pregunta
del usuario H. A. Helfgott en mathoverflow, que fue respondida por el usuario Angelo Vistoli. Por
completitud, incluimos la prueba.

Lema 3.17 (Comportamiento del grado bajo morfismos). Sea K un cuerpo arbitrario. Sea
V C P"(K) una variedad proyectiva irreducible definida sobre un cuerpo K, de grado deg(V). Sea
f V. — P" un morfismo definido sobre K, f = (fy,..., f,), con cada f; un polinomio homogéneo
de grado e. Denotemos W a la clausura Zariski de f(V), y r a la dimension de W. Entonces el
grado de W es a lo sumo deg(V)e'.

DEMOSTRACION. Primero, notemos que podemos asumir que K es algebraicamente cerrado. Por
[Liu02, Exercise 3.2.17], podemos también asumir que la dimensién de V 'y W son la misma, y
que el morfismo f : V — W es finito y con fibras genéricamente no vacias. Ahora, sea L C P*(K)
un subespacio linear genérico de codimension r de W. La cardinalidad de la interseccion L N W es
deg(W), y esta cantidad est4 acotada superiormente por la cardinalidad de f~'(L), la cudl es finita.
Pero f~!(L) es lainterseccién de V con H = V(g, ..., g,), el conjunto de ceros de r combinaciones
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lineales genéricas de los f;. Si X es una variedad proyectiva (no necesariamente equidimensional),
llamemos deg(X) a la suma de los grados de sus componentes irreducibles. Por el Teorema de
Bezout, como en [Ful84, Example 8.4.6], si Vi,..., V, son las componentes irreducibles de VN H,
entonces

deg(f™ (L) = deg(V N H) = ) deg(V)) < deg(V) | | deg(g)) < deg(V)e'.

i=1 i=1

O

El otro ingrediente que vamos usar para obtener un teorema de normalizaciéon de Noether
efectivo es el conocido Nullstellensatz Combinatorio.

TeoreEMA 3.18 (Nullstellensatz Combinatorio, [TV10, Theorem 9.2]). Sea K un cuerpo arbi-

trario, sea P € F[T,,...,T,] un polinomio de grado d el cudl contiene un coeficiente no nulo en
Tf' x ~T,‘f" condi+...+d,=d,ysean S,...,S, subconjuntos de K tales que |S ;| > d; para todo
1 <i < n. Entonces existen x; € S1,...,x, €S, tales que P(xy,...,x,) #0

Ahora enunciamos la version efectiva del teorema de normalizacion de Noether.

TeorREMA 3.19 (Version efectiva del teorema de normalizacion de Noether). Sea V C P’”(%) una
variedad proyectiva irreducible definida sobre un cuerpo global K. Entonces existe un morfismo
finito ¢ : V. — PV definido sobre K, tal que ¢(x) = (Lo(x) : ... : Lagmw)(X)) con L; formas
lineales con coeficientes en k de altura acotada por <, deg(V)"™ V), donde la constante implicita
es efectivamente computable.

Para la prueba, vamos a usar una idea encontrada en el blog de Terence Tao.

DEmosSTRACION. Sea V una variedad irreducible como en el teorema. Si V = P” para algin m,
podemos tomar ¢ la identidad. Si V C P, entonces existe X € IP’"(E)\V(%). Mas adn, veamos que
podemos elegir x con coordenadas en k, y de altura pequefia. Elijamos un subespacio proyectivo S
de P"(k) de dimensién m —dim(V) -2, y consideremos el con C(S, V) formado tomando la union
de todas las rectas que unen un punto en S a un punto en V. Genéricamente es una subvariedad
proyectiva de dimension m — 1, es decir una hipersuperficie. Adicionalmente, tiene grado deg(V),
con lo que C(S, V) esta definido por un polinomio homogéneo con coeficientes en K, de grado
deg(V). En conclusién, tenemos que V estd contenido en una hipersuperficie V(P) C P"(k), donde
P e K|[Ty,...,T,] es un polinomio homogéneo no nulo de grado deg(V).

Supongamos que P tiene un coeficiente no nulo en Tgo .- T Notemos quedy+---+d, =
deg(V) con lo que d; < deg(V) para todo i. Dado que [deg(V)]x = {x € k : H(x) < deg(V)} tiene
mas de deg(V) elementos, tomando S; = [deg(V)]; para todo i, el Teorema|3.18|implica que existe
un punto (xop, ..., X,) € [deg(V)]Z1+1 tal que P(x,...,x,) # 0. En particular, (x,...,x,) # 0. Sea

X; € P’"(%) el punto con coordenadas proyectivas (xy : ... : x,,). Por construccién, x; € Pm@)\V(%).
Ahora, construiremos formas lineales L, ;(To,...,Tm), ..., Liw(To,...,Tyy) € k[T, ..., T,] tales
que V(L 1,...,L;») = {x1}. Notemos que los coeficientes de tales formas lineales conforman una

base del espacio vectorial V; := ((xo,...,X,))". Por el Teorema [2.26} el Teorema [2.27, y (2.33)

IEste argumento parece ser estindar en geometria algebraica; por ejemplo, puede verse usado en [Mar10, Thm.
1] para probar que la imagen de una variedad proyectiva por el d-uple embedding es interseccién de cuddricas.

49


<https://terrytao.wordpress.com/2010/01/30/the-ultralimit-argument-and-quantitative-algebraic-geometry/>

podemos encontrar una base y,, . ..,y,, € k"*! de V| tal que

]_[ H(1:y) < Ch)"Ha(xo : -t xm) < Nm+ LCR)"H(xg : ...t Xn)
(3.21) i=1

< Vm + 1C(k)" max{H(x;)} < Vm + 1C(k)" deg(V).

Definimos ¢, : X — P! como la proyeccion lejos de x;, es decir

(3.22) e1(X) = (L1,1(X) 1 ... 1 Lyw(X).

Por lo tanto ¢; es un morfismo finito [Sha74, Chatper 1, § 5.3, Theorem 7], con L;,..., Ly,
formas lineales con coeficientes de altura acotada por <, deg(V). Mds atin, por el Lema [3.17]
deg(p1(X)) < deg(V). Si ¢;(X) = P!, terminamos. Caso contrario, repetimos el mismo ar-
gumento. De esta manera obtenemos una sucesion de morfismos finitos ¢;,; : @;(X) — Pt
definido como

(3.23) @ir1(X) = (Liv11(X) 1 ... ¢ Ligg meiv1 (X)),

con Ly 1,...,Li+1mi+1 formas lineales con coeficientes en k de altura acotada por <, deg(V).
Como la sucesion ¢, ¢, ... termina en i = m — dim(X), concluimos que existe un morfismo finito
¢ : X — PIm® ta] que

(3.24) e(x) = (Lo(X) : ... : Lgimx) (X)),

con Ly, ..., L, formas lineales con coeficientes en k de altura acotada por <, « deg(V)dim™), |

RemMark 3.20. En la literatura, se conocen versiones efectivas del lema de normalizacion para
cuerpos de nimeros. Por ejemplo, ver [KPS01, Lemma 2.14, Prop. 4.5]. Le agradezco al Profesor
Sombra por esta referencia.

3.3. Construccion del polinomio auxiliar y conclusion de la prueba. Sean C C X y X’
los conjuntos de la Proposicion [3.14, Como ya hemos explicado, el primer paso es construir un
polinomio de complejidad baja que se anula en C, mediante el Lema Si Z = P"(k), hallar
un polinomio homogéneo no nulo P € Ok[Ty,...,T,] de grado D, que se anula en C equivale
a resolver un sistema lineal de ecuaciones A - ¢ = 0. Por lo tanto, podemos usar el Lema @]
para hallar un polinomio no nulo de grado D tal que sus coeficientes tienen altura pequefia. Sin
embargo, en el caso Z ¢ P"(k), si aplicamos el lema directamente, hallarifamos un polinomio
homogéneo no nulo P € Ok[Ty, ..., T,] de baja complejidad, anulandose en C, pero podria ocurrir
que P se anula en Z. Para evitar esta dificultad, vamos a usar el Teorema @ para encontrar
nuevas variables Y, ..., Y, algebraicamente independientes sobre k, y luego aplicar el Lema
para hallar un polinomio en este nuevo conjunto de variables.

PrueBa DEL TeorEMA 3.12] Por el Teorema existe un morfismo polinomial F : Z — P"(k),
F(x) ;= (Fo(x) : ... : Fy(x)),concada Y; = F; € Oy[Ty,...,T,] una forma lineal con coeficientes
de altura acotada por una constante efectiva computable ¢ = c(m, k, Z) > 0. Denotemos C C P(K)
ala imagen de C € P"'(K) bajo F. Notemos que |C| < |C]. Six € [N]pn(x), la Proposicién 2.22da

(3.25) H(Fy(x) :...: Fy(x)) < c(Z)H(x) < C(m, k,Z)N,

donde C(m, k,Z) es una constante de:pendiente s6lo en m,k y Z. Denotemos M = C(m,k,Z)N.
La desigualdad (3.25)) significa que C € [M]pn k). Ahora, sea D > 0 un entero a ser elegido mas
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adelante, y sea R el conjunto de monomios de grado D en Yy, ..., Y,. Entonces R := |R| = (D;").

Esto es también el nimero de n-tuplas (ip, ...,i,) € Njconig+---+1i, = D. Siy € C, elijamos
coordenadas (yp : ... : y,) como en el Lema Como y € [M]pn(x), del Lema concluimos

(3.26) H( :yyg:...:y,) < M+,

Para tales coordenadas dey e I = (iy,...,y,) € R, denotemos y’ := yg’ ---y,. Entonces A :=
(y! )yeC.1er €8 UNa matriz IC| X R con entradas en Og. Ademas, debido al Corolario y la eleccién
de coordenadas de y, tenemos

(3.27) Hy)<H( :yg:...:y,)P < M@n+hib,

Ahora, elijamos D tal que las siguientes desigualdades se cumplen:

(3.28) (d* + Dn!ICD'" < (2d* + DHn!ICP'" < (Rd* + Dn!r)'" < D <, q r''™.
La desigualdad D > (24> + D)n!r)'" da R = () > (2d® + 1)r. Ademis, esto implica

r

(3.29) W <1

La desigualdad D <, 4 r'/" da

D +
(3.30) R = ( n) <Kpd ¥
n

para r suficientemente grande, y por lo tanto, para N suficientemente grande. Dado que |C| < |C]| <
r < R, el K-subespacio de soluciones de la ecuacion A -y = 0 tiene dimension positiva, por lo tanto
podemos aplicar el Lema y (3:29) para obtener una solucién no nula ¢ = (¢;);er € OX tal que

4d%|C|

(3.31) H(1 @ ¢) <g (RMUDEPYEE < (RpUIDEDYIE

La solucion ¢ = (c;)ieg da un polinomio no nulo homogéneo P(Y) = X ;g /¥ I'de grado D, que se
anula en C, y tal que los coeficientes verifican la cota (3.31)). Usando las cotas D <, r'/" y (3.30)

concluimos

(3.32) H(L : ¢) <gpm r*C MeE",

para alguna constante positiva c(K, n). Tomando N suficientemente grande, dependiente en k, n,m, K, Z,
de la desigualdad anterior y (3.3)) deducimos

(3.33) H(1 : ©) <gme N°E

para alguna constante positiva ¢’(K,n). En conclusion, el polinomio P es no nulo, tiene coefi-
cientes en Ok, se anula en C, y tiene complejidad <k, .« rim = n'/"(log(N))*/"~*, donde la dltima
desigualdad es por la definicién (3.2)). Recordando que Y; = Fy(Ty, ..., T,) es un polinomio lineal
con coeficientes en Ok, concluimos que obtenemos un polinomio

Q:=PFyTo,...,Tn),...,Fu(Ty,...,Ty)) € OklTy,...,T,1\{0},

que se anula en C, no se anula en Z, y tiene grado <, n. /" (log(N))</"=5,

Ahora queremos probar que Q se anula en el conjunto mds grande X’ de la Proposicion |3.14
Esto serd deducido del hecho que Q se anula en C, luego de elegir adecuadamente las constantes
n, 7. Para poder hacer esto, necesitamos tener control del tamafio de la imagen del polinomio Q en
X’. Notemos que como H(Q(x)) depende de la representacion x = (xy : ... : x,), necesitamos elegir

1/n
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coordenadas adecuadas. Esto lo hacemos de la manera siguiente. Dado X € [N]pn(), elijamos

coordenadas (xp : ... : x,,) como en el Lema[2.20} y denotemos x" = (x, . . ., Xx,,) al correspondiente
punto afin. Ahora, definimos y’ como el punto afin F(x") = (Fo(X), ..., F,(X)). La eleccion de
coordenadas de x y el Corolario dan

(3.34) H(l:y) < c(m, k,Z)H(1 : X) < c(m, k, Z)N“@+D4.

Aplicando el Corolario [2.23]a nuestro polinomio Q en el punto x’, y usando (3.33)) y (3.34)) obten-
emos

(3.35) H(Q(X) = H(P(y")) < RH(1 : )H(1 1 ¥)” <gpme N“*"

para alguna constante positiva ¢” (K, n). En particular, por el Lema [2.31] tenemos que para todo
X € [Nlpnx),

(3.36)  10gN(Q(X)) s " 10g(N) gnmc 17" A0ZN)" "™ <z 1" (log(N)) 5.
Six € X'y O(x) # 0, entonces Q(x’) # 0 y tenemos

(337 D L) log(N(p) slog[ [1 N(p)) = log(N(Q(X))) €kmzs 1" (log(N))"" ™.

PEPrK plO(x")

Eligiendo adecuadamente 1 y 7, vamos a ver que (3.37) no ocurre.

Sea de nuevo x € X’. Sea p un ideal primo que contribuye al lado izquierdo en la suma de la
Proposicion [3.14) Entonces existe z € C tal que x = z mod (p). Como Q se anula en C, por el
Hecho [3.8|tenemos Q(x) = Q(z) =0 mod (p), con lo que debemos tener p|Q(x). Concluimos que
todo ideal primo p que contribuye al lado izquierdo de la suma de la Proposicién [3.14]también con-
tribuye al lado izquierdo de (3.37). Entonces de la Proposicion [3.14] tenemos que el lado izquierdo
de es > || >k t(log(N))y”"_ Eligiendo 1 y T que satisfacen

(3.38) 7> Conp'"

para una constante C, suficientemente grande, dependiente de K, n, m, Z 'y k. Como por la Proposicién
también requerimos que 7 > C;7*, alcanza con elegir

(3.39) n = (C,CHM™,
Entonces Q(x’) = Q(x) = 0. Como esto vale para todo x € X’, concluimos la demostracion. O

OBSERVACION 3.21. Como la Proposicién es efectiva si K es un cuerpo funcional, y para K
de grado suficientemente grande si K es un cuerpo de nimeros (ver Observacion [3.16), como as{
también es efectivo el Teorema [3.19] concluimos que todas las constantes en el Teorema [3.12] son
efectivamente computables, si K tiene grado suficientemente grande.

OBSERVACION 3.22. En la prueba del Teorema [3.12] fue suficiente elegir n verificando n >
(C,Cy)" = y t > Con'/" para concluir el teorema. En particular, podemos imponer la condicién
adicional que 7 es mds grande que alguna constante absoluta C > 0.

Concluimos esta seccion probando que el Teorema implica el siguiente resultado

CororarIO 3.23. Para n > 0, todo niimero real 0 < k < n y todo cuerpo global K, existe
7 = 1(n,k, K) > 1 tal que vale lo siguiente. Sea I el intervalo real [t(log(N))w=, 2t(log(N))#=].
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Escribamos Pk para el conjunto de ideales primos p C Ok definido como

{{p C Ok : N(p) € I} if K is a number field
Prx =

(3.40) PR .
{p C Ok : N(p) = t(log(N))==} if K is a function field

Paratodo X C [N}, consideremos el embedding X — P"(K), dado por x — (1 : x). Denotemos X
la imagen de X por este embedding. Si |X,| < N(p)* para todo primo p € P, g, y todo & > 0, existe
algiin P € Ok[Xy,...,X,] no nulo, de complejidad <, ¢x (log(N))#+ anuldndose en al menos
(1 — &)|X| puntos de X. En particular, tomando X C [N ]"OK obtenemos el Teorema

DEMOSTRACION . Sea X C [N]% un conjunto como en el Corolario Sea x € [N]%. Entonces
(2-33) implica que H(1 : x) < N&H_ Consideremos el embedding [N]% < [N¥* ]z, dado por
x — (1 : x). Entonces X satisface las hipétesis del Teorema [3.12} con lo que podemos aplicar

este teorema a X. Obtenemos un polinomio no nulo homogéneo P(Xj, ..., X,) de la complejidad
deseada, que se anula en al menos (1 — eX| puntos de X. Ahora P(1,X,...,X,) es un polinomio
que satisface la conclusién del Corolario [3.23] o
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CAPITULO 4

Una conjetura en Geometria Diofantica

1. Introduccion

Para K un cuerpo de nimeros, y X € R", denotemos por X(K) el subconjunto de puntos con
coordenadas K-racionales. Para x € K, sea H(x) la altura afin de un nimero algebraico. Para
T > 1, sea

4.1 XK, T):={xeX(K):H(x;) <T Vi}.

Un problema fundamental en Geometria Dioféntica y Teoria de Trascendencia. es obtener cotas
para X(K, T) cuando X es un conjunto no algebraico. Cuando X es el graficode f : [0, 1] - R una
funcidn analitica trascendente, en [Pil91, Theorem9], Pila prueba que para todo £ > 0 existe una
constante positiva ¢ = c(X, €) tal que

4.2) IX(Q,T)| < cT*.

Para X C R” en general, si queremos obtener cotas comparables a (4.2)) necesitamos trabajar con
la parte trascendente de X. La parte algebraica de X, denotada X*¢, es el conjunto de x € X tales
que existe un subconjunto semi-algebraico, conexo, de dimensién positiva C € X conx € C. La
parte trascendental de X, denotada por X", es el complemento X\ X%

Para generalizar (4.2) a conjuntos de dimensiones superiores, Pila y Wilkie en [PW06] estudian
la parte trascendente de un conjunto X C R” definible en una estructura o-minimal.

TeoremA 4.1 ([PWO06, Theorem 1.8]). Sea X C R" un conjunto, definible en una estructura
o-minimal, y sea € > 0. Existe una constante positiva ¢ = c(X, €) tal que para todo T > 1 tenemos

4.3) IX""(Q, T)| < cT?.

El Teorema fue luego generalizado por Pila en [Pil09], obteniendo un resultado més uni-
forme, que implica el mismo tipo de cota (4.3)) para cuerpos de nimeros, pero con la constante ¢
dependiente en el grado del cuerpo.

En general, la cota en el Teorema4.1]es la mejor posible, pero si consideramos algunas estruc-
turas o-minimales especificas, se conjetura que la cota puede mejorarse. Este es el contenido de la
conjetura de Wilkie.

ConJeTuraA 4.2 (Conjetura de Wilkie, [PW06, Conjecture 1.11]). Supongamos que X C R” es
un conjunto definible en la estructura o-minimal R.,,. Para todo cuerpo de nimeros K C R, existen
constantes positivas ¢; = ¢;(X, K), c; = ¢(X) tales que

4.4) X" (K, N)| < ¢;(log(N))*

paratodo N > e.
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Notemos que la Conjetura [4.2] tiene consecuencias profundas en Teoria de Trascendencia. En
efecto, en [Pil10] y [Butl7]] se muestra que si la Conjetura vale para conjuntos especificos X
con la constante ¢, igual a la dimension dim(X), entonces se sigue la siguiente version real de la
conjetura de cuatro exponenciales: sean A;, A5, 43, 44 € R con la propiedad que e es algebraica
para todo i. Supongamos que A; y A3 son Q-linealmente independientes, y que 4; y A4 son Q-
linealmente independientes. Entonces A;4, # A3y.

Podemos preguntarnos si la cota en la Conjetura [4.2] vale para otras estructuras o-minimales.
Por ejemplo, tenemos la siguiente generalizacién natural de la Conjetura4.2]

ConseTura 4.3. Sea fi, . . ., f, una cadena Pfaffiana y supongamos que R=R,<,+, -, fiseeos fr)
es una expansion model complete del cuerpo real. Supongamos que X € R”" es un conjunto
definible en la estructura o-minimal R. Para todo cuerpo de nimeros K C R, existen constantes
positivas ¢; = ¢1(X, K), ¢; = c2(X) tales que

4.5) X" (K, N)| < ci(log(N))*
para todo N > e.

Si la dimension de X es igual a 1, entonces la Conjetura y la Conjetura [4.3| se sabe que
valen por trabajo de Butler [Butl2]] y Jones y Thomas [JT12]. Si X tiene dimensién mds grande
que 1, la Conjetura[4.2] se sabe sélo para la familia de superficies

(4.6) {(x,,2) € (0,00) : (log(x))"(log(y))"(log(2))° = 1}, (a,b,¢) € Q°

por trabajo de Pila [Pil10] cuando (a,b,c) = (1,1,—1) y Butler [Butl2] en el caso general. Si
X C R? es definible en una estructura o-minimal como en la Conjetura entonces, bajo la
hipétesis que X posee una “mild parametrization” (ver [Pill10, § 2]), en [JT12] Jones y Thomas
prueban que X satisface la Conjetura Esto puede generalizarse para un conjunto X € R" de
dimensién 2, como fue mostrado en [Sch18)]).

Notemos que, mientras la Conjetura@4.3|permanece abierta, Binyamini y Novikov probaron que
para conjuntos definibles en la estructura o-minimal restringida R¥E := (R, <, +, -, exp li0.17> 11 [0 A1)
la cota en la Conjetura vale, en una forma mas fuerte (ver [BN17, Theorem 2]).

El objetivo de este capitulo es probar que la Conjetura4.2|y la Conjetura |4.3| pueden interpre-
tarse en términos de un principio local-global. Més precisamente, probamos:

TeorEMA 4.4 ([Parl9, Theorem 4.3]). Sea fi,..., f, una cadena Pfaffiana y supongamos que
R=R<,+—,- fis- .., fr) es una expansion model complete del cuerpo real. Supongamos que
X C R” es un conjunto definible en la estructura o-minimal R. Para todo cuerpo de niimeros
K C RytodoT > e denotemos Xrans(K, N) para la imagen de X" (K, N) bajo el embedding
x € R" > (1:x) € P"(R). Si X tiene dimension a lo sumo 2, entonces X satisface la Conjetura|d.3)|
para el cuerpo de niimeros K C R si'y sélo si existen constantes positivas @ = a(X, K), T = 7(X, K),
k = k(X), con 0 < k(X) < n tales que

@.7) (xR, 7)) | < aN Gy
para todo T > ey todo ideal primo p con N(p) > t(log(N))w=.

2. Parametrizacion de un conjunto definible

La prueba del Teorema en [PWO06] empieza mostrando que los puntos a estudiar residen
en pocas (i.e. Ox.(T?)) hipersuperficies de grado adecuado d(¢); luego el argumento procede por
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induccioén en la dimensién de X. Por lo tanto es necesario tener una estimacion de la misma forma
que el Teorema para aquellas intersecciones con hipersuperficies pero con la constante uni-
forme sobre todas las intersecciones de X con hipersuperficies de grado fijo, es decir, un resultado
para familias definibles de conjuntos. Mas precisamente, Pila y Wilkie prueban la siguiente version
uniforme del Teorema

TeOREMA 4.5. Sea Z C R" X R™ una familia definible, y sea € > 0. Existe una constante c(Z, &)
con la siguiente propiedad. Sea X una fibra de Z. Entonces

(4.8) IX""(Q,T)| < c(Z,&)T®.

Por razones técnicas, es necesaria una version mas fuerte del Teorema [4.5] referimos los de-
talles a [PWO06].

La parte diofantina de la prueba sigue el método del determinante de Bombieri-Pila. Mien-
tras tanto la parte analitica de la prueba se centra en el problema de encontrar parametrizaciones
uniformes de las fibras X en una familia definible, la uniformidad siendo en el nimero de fun-
cion (0, 1)4m® — X de clase C" requeridas para cubrir y X y, al mismo tiempo, en las cotas de los
tamafios de todas sus derivadas parciales hasta cierto orden finito prefijado r. Para poder formalizar
este dltimo argumento, recordamos la nocién de una r-reparametrizacion.

DEFINICION 4.6 (Parametrizacion). Sea X C R” definible. Una funcién definible ¢ : (0, 1)4m& —
X se dice una parametrizacion parcial de X. Un conjunto finito S de parametrizaciones parciales
de X se dice una parametrizacion de X si | Jyeg trange(¢) = X.

Una parametrizacion S de X se dice una r-parametrizacion si toda ¢ € S es de clase C” y tiene
la propiedad que ¢@ estd acotada para cada @ € N4™% con |a| < r, donde |a| es la suma de las
coordenadas de a.

DerINICION 4.7 (Reparametrizacion). Supongamos que S es una r-parametrizacion del conjunto
definible X € R™ y que F' : X — R”" es una funcidn definible. Entonces decimos que S es una
r-reparametrizacién de F si, para cada ¢ € S, F o ¢ es de clase C" y (F o ¢)@ esté acotada para
todo @ € N4™® con |a| < r.

Inspirados por resultados de Yomdin y Gromov [Yom87, |(Gro87| para parametrizaciones de
conjuntos semi-algebracios, Pila y Wilkie [PW06] probaron:

TreoreEMA 4.8 (Teorem de reparametrizacion, [PWO06, Theorem 2.3, Theorem 2.5]). Sea r € N.

(i) Para todo conjunto X C R" definible, acotado, existe una r-parametrizacion de X.
(ii) Para toda funcion F : X — R" definible, acotada, existe una r-reparametrizacion de F.

Es importante mencionar que en [PW06], el Teorema estd probado en una manera mas
general. Aqui s6lo mencionaremos que del Teorema [4.8] podemos deducir el siguiente resultado
uniforme.

Cororario 4.9 ([PWO06, Corollary 5,2]). Sean n,m,r > 1 enteros, y supongamos que X C
(0, 1) X R™ es una familia definible. Entonces existe N € Ny, para cada 'y € R", un conjunto S,
de N funciones, cada una aplicando (0, 1)"™*%) g X, y todas de clase C', tales que
(1) Uges, range(d) = X,;

(2) 1§ x)| < 1 para cada ¢ € Sy, @ € N™X) con |a| < ry para todo x € (0, 1)),
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Mds aun, las funciones que constituyen S, dependen definiblemente en y.

Usando el Corolario 4.9} el método del determinante, y un argumento inductivo astuto, Pila y
Wilkie prueban el Teorema 4.5 y en consecuencia el Teorema[@.1] Sin embargo, el Corolario 4.9
no alcanza para probar la Conjetura Para poder probar la Conjetura en [Pil07, Pil10] se
propone una nocion de parametrizacion mas fuerte, que ahora recordamos. Primero necestiamos
la nocion de “mild functions”, que son otra formulacion de las funciones Gevrey en ecuaciones
diferenciales en derivadas parciales.

DEeriniciON 4.10 (Mild functions). Sea G : N — (0,00). Decimos que una funcién f :
(0, 1)" — (0,1) es G-mild si es de clase C* y

(4.9) 10 f(X)I < G(w)

para todo u € N”" y x € (0,1)". Una funcién F : (0,1)" — (0, 1)" se dice G-mild si todas sus
funciones coordenadas lo son.

Si G(n) = n!(An®)" para algin A y C, una funcién G-mild se dice una funcién (A, C)-mild .
Mas precisamente, una funcion f : (0,1)" — (0,1) es (A, C)-mild si es de clase C* y para todo
x € (0,1)"y todo i = (uy, ...,y € N" tenemos

(4.10) 1 FOOl < p! (Al M.
Aqui p! = gy y lul = X7, wi, y estamos asumiendo 0° = 1 con lo que (#.10) vale au-

tomaticamente para u = 0.

DEerNICION 4.11 (Mild parametrization). Sea X C (0, 1)" de dimensién k. Una parametrizacion
(J,G)-mild de X es una coleccion finita de funciones @ tal que cada ¢ € ® es G-mild, |D| = J,y

4.11) X = U range(¢).
Pped
Si una tal @ existe decimos que X tiene una parametrizacién G-mild. Si G(n) = n!(An®)" para

algin A y C, una parametrizacion (J, G)-mild se dice una parametrizacion (J, A, C)-mild.

La observacion clave de Pila es que si un conjunto X tiene una parametrizacion(J, A, C)-mild
entonces los puntos racionales de X estin cubiertos por pocas hipersuperficies.

TeoremA 4.12 ([Pil10, Corollary 3.3]). Supongamos que X C (0, 1)" es un conjunto definible
de dimension k y que tiene una parametrizacion (J, A, C)-mild. Sea f un entero positivoy F C R
un cuerpo de niimeros de grado f sobre Q. Entonces X(F, T) estd contenido en a lo sumo

(4.12) Je(k, n)! A%+ (¢ log(T))C(n;kfk]))“+"(1))

intersecciones de X con hipersurperficies (posiblemente reducibles) de grado

(.13) d =|(r1ogm|,

donde c(k,n) es una constante positiva explicita, y “1 + o(1)” es tomado tomando T — +co con
constantes implicitas dependiendo solo en k, n.

Remarquemos que la hipdtesis que X C (0, 1)" siempre puede obtenerse, mediante composicion
de las funciones x — +x*!, y notando que la altura es estable bajo estas funciones.
El Teorema .12 motiva las siguientes dos conjeturas, ambas formuladas por Pila en [Pil10].
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Conserura 4.13 ([Pil10, Conjecture 2.5]). Todo conjunto X C (0, 1)" definible en Ry, tiene
una parametrizacion mild.

Conserura 4.14 ([Pil10, Conjecture 3.4]). Sea Y C (0, 1)" definible en R,. Existen constantes
positivas Cy, C, C3, C4, Cs dependiendo sé6lo en Y con la siguiente propiedad. Sea # una familia

algebraica de conjuntos algebraicos cerrados en R” de grado d = d(¥), y supongamos que V € F.
Entonces Y NV es (C,d®?, C4d®s, C;)-mild.

Es claro que la Conjetura .14 es mas fuerte que la Conjetura Ademas, Pila prueba en
[Pil10, Corollary 4.5] que la Conjetura implica la Conjetura Sin embargo, incluso la
Conjetura permanece abierta, y se espera que sea muy dificil. Hay varias razones para esto.
La primera, que la Conjetura4.13|s6lo se conoce para los reductos de R,, que son expansiones del
cuerpo real ordenado (ver [JMT11, Proposition 0.2]). La segunda razén, es que en general, una
estructura o-minimal con muy buenas propiedades puede tener conjuntos sin parametrizaciones
mild.

TeoremA 4.15 ([Tholl, Theorem 1.7]). Para toda funcion G : N — (0, ), existe una es-
tructura o-minimal, polinomialmente acotada R que es una expansién model complete del cuerpo
ordenado real con descomposicion en celdas analiticas y un conjunro X C (0, 1)? definible en R
de dimension 1 tal que X no tiene una parametrizacion G-mild.

El Teorema es un resultado muy negativo, pues las estructuras o-minimales que son poli-
nomialmente acotadas, model complete, con descomposicion en celdas analiticas estdn entre las
estructuras con mejor comportamiento. Entonces, si la Conjetura[d.13|vale, cualquier prueba de la
conjetura debe usar alguna propiedad especifica de Rey,.

3. Funciones Pfaffianas

En esta seccion vamos a recordar propiedades basicas de las funciones Pfaffianas que vamos a
requerir para nuestro trabajo en la conjetura de Wilkie. Las referencias son la tesis de Khovanskii
[Kho91] y el articulo [(GV04]. Primero, recordemos la nocién de una cadena Pfaffiana (real) y una
funcion Pfaffiana (real).

DEriNiciON 4.16. Una cadena Pfaffiana de orden r > 0y grado @ > 1 en un dominio abierto G C

R" es una sucesion de funciones analiticas fi, ..., f, en G satisfaciendo ecuaciones diferenciales
(4.14) dfi®) = > (% AX), ..., f(x)dx;

1<i<n
paral < j < r. Aqui g;j(X,yi,...,y;) son polinomios en X = (xy,...,X,), ¥1,...,y; de grado no

excediendo a. Una funcién f(x) = P(X, fi(X), ..., f,(X)), donde P(X,y1,...,y,) es un polinomio de
grado no excediendo 8 > 1, se dice una funcion Pfaffiana de orden r y grado (a,8). Notemos que
una funcién Pfaffiana f estd definida s6lo en el dominio G donde todas las funciones fi,..., f, son
analiticas, aun si f misma puede extenderse como funcion analitica en un dominio més grande.

EjempLo 4.17. Aqui proveemos algunos ejemplos basicos de funciones Pfaffianas.
(I) Las funciones Pfaffianas de orden O y grado (1, 8) son polinomios de grado no excediendo

B.
(IT) La funcién exponencial f(x) = e es una funcién Pfaffiana de orden 1 y grado (1,1)
en R, debido a la ecuacién df(x) = af(x)dx. Mas en general, parai = 1,2,...,r, sea
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Ei(x) := e Ey(x) = ax. Entonces E,(x) es una funcién Pfaffiana de orden r y grado
(r, 1), pues dE,(x) = aE(x) ... E.(x)dx.

(IIT) La funcion f(x) = 1/x es una funcion Pfaffiana de orden 1 y grado (2, 1) en el dominio
{x € R: x # 0}, debido a la ecuacién df(x) = — f>(x)dx.

(IV) La funciénlogaritmo f(x) = log(|x|) es una funcién Pfaffiana de orden 2 y grado (2, 1) en
el dominio {x € R : x # 0}, debido a las ecuaciones df(x) = g(x)dx y dg(x) = —g*(x)dx,
donde g(x) = 1/x.

(V) La funcién f(x) = x* con @ # 0 puede verse como una funcién Pfaffiana de orden 2
y grado (2, 1) en el dominio {x € R : x # 0} (pero no en R), debido a las ecuaciones

df(x) = af(x)g(x) y dg(x) = —g*(x)dx, donde g(x) = 1/x.
Recordemos algunas propiedades bésicas de las funciones Pfaffianas.

Lema 4.18 ([GV04, Lemma 2.4]). La suma (resp. producto) de dos funciones Pfaffianas f
y f> de ordenes ry y ry y grados (a1,B1) y (a2, 82) respectivamente, es una funcion Pfaffiana de
orden ry + ry y grado (a, max{f;, 5,}) (resp. (a,B1 + 52)), donde o = max{a,, a,}. Si dos funciones
estdn definidas por la misma cadena Pfaffiana de orden r, entonces los ordenes de la suma y del
producto coinciden con r.

Lema 4.19 ([GV04, Lemma 2.5]). Una derivada parcial de una funcion Pfaffiana de orden r
y grado (a, 8) es una funcion Pfaffiana que tiene la misma cadena Pfaffiana de orden r y grado
(@, a+B-1).

Ahora volvemos al resultado fundacional de la teoria de funciones Pfaffianas, que es que el
numero de componentes conexa{] de una variedad Pfaffiana est4 acotada en términos de la com-
plejidad de las funciones Pfaffianas definiendo la variedad.

TreoremA 4.20 (Khovanskii, [GV04, Corollary 3.3]). Consideremos un sistema de ecuaciones
fi=---=fi =0,donde f;, 1 <i < kson funciones Pfaffianas en un dominio G C R", teniendo
una cadena Pfaffiana comiin de orden r y grados (a, 5;) respectivamente. Entonces el niimero de
componentes conexas de X := {f; = --- = fi = 0} no excede

(4.15) 27D By + 28 — 1) (20 - 1)(e + B) = 2n + 2),
donde B := max << {Bi}-

El otro resultado que usaremos es una estratificacion efectiva de Gabrielov-Vorobjov para con-
juntos mas generales que ceros de funciones Pfaffianas.

DEriNICION 4.21 (Conjunto semi-Pfaffiano). Un conjunto X C R” se dice semi-Pfaffiano en un
dominio abierto G C R” si consiste de puntos en G satisfaciendo una combinacién Booleana ¥ de
algunas ecuaciones y desigualdades atomicas f = 0, g > 0, con f, g funciones Pfaffianas teniendo
una cadena Pfaffiana comun definida en G. Escribimos X = {#}. Un conjunto semi-Pfaffiano
se dice basico si la combinacion Booleana es s6lo una conjuncion de ecuaciones y desigualdades
estrictas, i.e. un conjunto de la forma

(4.16) xeR": fix)=---=fix) =0,21(x) >0,...,g,(x) > 0},

'Vale una afirmacién més fuerte: se puede acotar la suma de los niimeros de Betti de un conjunto semi-Pfaffiano
en términos de la complejidad de las funciones Pfaffianas definiéndolo. Ver [GV04, Theorem 3.4]
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donde fi,..., f1,&1,...,&7 : G — R son funciones Pfaffianas. Si estas funciones tienen una misma
cadena de orden r y grado (a,8), decimoes que el conjunto (4.16) tiene formato EI I, J,r,a,p).

Para un conjunto basico Pfaffiano (4.16) de formato (1, J,r,a,), y un nimero real dado ¢,
definimos

(4.17) B(®) := (@ + B+ D)D",

TeorEmA 4.22 ([GV04, Theorem 6.2]). Existe una constante absoluta c tal que lo siguiente
vale. Supongamos que X C R" es un conjunto semi-Pfaffiano con formato (1, J,r, a,3). Entonces
existe una particion de X en a lo sumo I"B(c) conjuntos semi-Pfaffianos bdsicos, con todas las
funciones involucradas teniendo la misma cadena que las funciones definiendo X, y el formato de
cada estrato de la particion estd acotado coordenada a coordenada por (I"B(c), K + 2", r, @, B(c)).
Ademds, para cada estrato Y de codimension m, existen, entre las funciones definiendo Y, algunas
hi,...,h, anuldndose idénticamente a lo largo de Y tales que dhy A - - - dh,, # 0 en cada punto de
Y.

4. Conjuntos definibles como conjuntos mal distribuidos

4.1. Una conjetura local-global. Como intento para probar la Conjetura - y su general—
izacién la Conjetura “ proponemos las siguientes conjeturas. En lo que sigue, = (R, <
,+s— f1,-..,f») €s una expansiéon model complete del cuerpo real por una func1on Pfaﬁiana
Siseeosfr Ademés, si X C R", vamos a denotar X para la imagen de X en P"*(R) por el embedding
X — (1 : x). También recordemos la nocion de la parte algebraica de un conjunto.

DerinICION 4.23 (Parte algebraica de un conjunto). Sea X C R” un conjunto definible en una
estructura o-minimal. La parte algebraica de X, que denotamos X2, es el conjunto de puntos x € X
para los cuales existe un conjunto semi-algebraico, conexo ¥ C X de dimension positivaconx € Y.
Definimos la parte trascendente de X como el complemento X' = X\ X3¢,

La primera conjetura que afirmamos nos dice que todo el conjunto X(K) es esparso al nivel de
clases residuales médulo muchos primos.

ConJeTURrA 4.24 (Conjetura de mala distribucion A). Supongamos que X € R” es un conjunto
definible en la estructura o-minimal R. Entonces existen constantes positivas @ = a(X, K), 7 =
7(X, K), k = k(X), con 0 < « < n tales que

(4.18) (X&) | < aNep
para todo N > e y todo ideal primo p con N(p) > 7(log(N))w=.

Una conjetura menos fuerte que la Conjetura seria que el conjunto X"™"(K) es ralo al nivel
de clases residuales:

ConJeTuraA 4.25 (Conjetura de mala distribucién B). Supongamos que X C R” es un conjunto
definible en una estructura o-minimal R. Entonces existen constantes positivas @ = a;(X, K),
7 =1(X, K), k = k(X), con 0 < k < n tales que

(4.19) (X, V) | < N oy

De hecho, en [GV04] el formato seria (r, N, @, 3,n) donde N > I +J. Aqui seguimos a [JT12], pues la dimensién
del espacio ambiente serd conocida.
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para todo N > e y para todo ideal primo p with N'(p) > 7(log(N))w=.

OBSERVACION 4.26. Es claro que la Conjetura[d.24]implica la Conjeturad.25] Ademads, notemos
que en general, no podemos esperar que la Conjetura y la Conjetura valgan para todo
primo p. En efecto, toemos f(x) = 2% y consideremos el grafico de f. Entonces si K = Qy
p < loglog(N) es un primo, |X(Z,N),| ~ pu,, donde u, es el orden de 2 en (Z/pZ)*. Como
esperamos que u, = p — 1 para muchos primos, esperamos |(X"™"(Z, N)),| = |X(Z,N),| ~ p* para
muchos primos p < loglog(N).

OBsERVACION 4.27. Por el Teorema[d.12]y la estimacién de Schwarz-Zippel, los puntos racionales
de un conjunto definible en R con una “mild parametrization” satisface la Conjetura Mas aun,
podemos afirmar una versién uniforme de la Conjetura[4.24] andloga en uniformidad a la Conjetura

4.14

ConJeTurA 4.28 (Conjetura de mala distribucion uniforme). Sea X C R” definible en R. E-
xiste una constante positiva ¢ = c(X), tal que para toda variedad dada V C R" definida por
polinomios de grado a lo sumo d = d(V), tal que dim(X N V) < dim(V), existe una constante
positiva @ = a(X, K, d), que depende polinomialmente de d, constantes positivas 7 = 7(X, K),
k = k(dim(V),dim(V N X), X), con 0 < x < dim(V) tales que
(4.20) (x "V, V) | < aN oy

para todo ideal primo p con N(p) > t(log(N))m=.

Ahora vamos a probar que la Conjetura [4.25|es equivalente a la Conjetura [4.3] para conjuntos
de dimension a lo sumo 2. Para hacer esto, requerimos una reduccion. Primero mostramos que
para probar la Conjetura para conjuntos de dimension n, es suficiente trabajar con graficos de
funciones definibles ¢ : U — R, donde U C R""! es una celda analitica.

Lema 4.29 (Reduccion al grafico de funciones). Sea n > 1 un entero positivo. Supongamos
que la Conjetura vale para conjuntos X C R" los cudles son grdficos de funciones analiticas
¢ : U CR' — Rdefinibles en R, para todo 1 < i < n, con U una celda abierta analitica. Entonces

todo conjunto X C R™ de dimension n satisface la Conjetura

DEemosTRACION. La prueba sigue el argumento delineado en [Butl2, Page 646], que también
aparece en la prueba del Teorema en [PW06]. Argumentamos por induccién en n, el caso
n = 1 siendo trivial. Sea X € R™ un conjunto definible en R de dimensién 7z y fijemos un cuerpo
de nimeros K € R. Si (xy,...,x,) denota las coordenadas de R", proyectamos X en cada plano

coordenado (x;,,...,x;,,) con i} < ldots < i,,,, obteniendo (n’fl) subconjuntos de R"*!, digamos

Xiparal <i< (n'fl) Estos subconjuntos son todos definibles y si x € X(K) entonces la imagen de
x bajo estas proyecciones estard en K", por lo tanto no perdemos ningin punto algebraico en este
proceso. Mds atin si x € X"*™ entonces la imagen de x bajo estas proyecciones debe estar en X"
para al menos un i, pues si X; es semi-algebraico alrededor de x para todo i entonces X mismo debe
ser semi-algebraico alrededor de x, por lo tanto x ¢ X",

Ahora, X; es un conjunto definible en R. Dado que R admite descomposicién en celdas
analiticas (ver Capitulo [I)), tenemos que cada X; es una unién finita de celdas analiticas, que son
el grafico de funciones analiticas definibles ¢ : C — R donde C C R" es una celda analitica, o
bien son de la forma (f,g)c = {(x,y) € R™! : x € Cy f(x < y < g(x))}, con C C R”" una celda
analiticay f, g : C — R funciones analiticas definibles. Notemos que las tltimas celdas satisfacen
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(f, g)?g = (f,8)c, con lo que la tinica contribucién a X;*"*(K, N) proviene de las celdas que son
grificos de funciones analiticas definibles ¢ : C € R" — R. Si C es una celda anaitica abierta,
entonces el grafico de ¢ satisface la Conjeturald.3] Si C es una celda analitica de dimension estric-
tamente mas pequefia que n, el grifico de ¢ es un subconjunto definible de R"*! de dimensién a lo

sumo n — 1, por lo tanto satisface la Conjetura[4.3|por induccién. concluimos
(4.21) X (K, Tl < e1(X;, K)(log(T)*™.

Notemos que las constantes ¢ (X;, K) dependen en X, i.e. podemos tomar c(X;, K) = ¢;(X, K). Por
lo tanto, arribamos a la desigualdad

m
n

(4.22) XK, T <Y IX(K, T)] < ey(X, K)(log(T).
i=1

O

El Lema[d.29|dice que para estudiar la Conjetura4.3] necesitamos probar la Conjetura[d.3|para
graficos de funciones analiticas definibles ¢ : U — R con U una celda analitica abierta. Para poder
estudiar estas funciones, requerimos una herramienta adicional de Teoria de Modelos.

4.2. Estructuras localmente polinomialmente acotadas. Recordemos la nocién de una es-
tructura o-minimal polinomialmente acotada.

DernicioN 4.30 (Estructuras polinomialmente acotadas). Una estructura (R, S) expandiendo el
cuerpo real ordenado se dice polinomialmente acotada si toda funcién definible f : R — R es
eventualmente acotada por un polinomio. Més precisamente para toda f : R — R definible existe
X0 € Ryn e Ntal que si x> xp, se tiene |f(x)| < x".

Notemos que los conjuntos semi-algebraicos son una estructura o-minimal polinomialmente
acotada (esto se sigue de [BCR87, Proposition 2.6.1]), y mds ain, cualquier reducto de R,, es
polinomialmente acotada (ver [vdD86]). En contraste, Re, no es polinomialmente acotada, pues
la exponencial no puede ser acotada por ningun polinomio. Por otro lado, estructura o-minimal es
polinomialmente acotada si y sélo si la exponencial no es definible (ver [Mil94]]). Sin embargo,
Rexp resulta que es localmente polinomialmente acotada, una nocion introducida en [JWO8] por
Jones y Wilkie. Para definir esta propiedad, vamos a usar la siguiente notaciéon. Dada una familia
¥ de funciones suaves f : R" — R, para varios n, denotamos #™* para la coleccion de todas las
funciones de la forma f|z con f € ¥ y B una caja abierta en R".

DEriNiciON 4.31 (Estructuras localmente polinomialmente acotadas, ver [JWO08]). Una estruc-

tura o-minimal (R, <, +,—,-,0, 1,7 ") donde ¥ es una familia de funciones suaves f : R" — R,
para varios n, se dice localmente polinomialmente acotada si tiene una teoria model complete, y la
estructura (R, <, +, —, -, 0, 1, ) es polinomialmente acotada.

Por lo tanto, R, y mas en general toda expansion model complete o-minimal R como en la
Conjetura es una estructura localmente polinomialmente acotada. La propiedad que vamos
a usar de las estructuras localmente polinomialmente acotadas que fue observada en [JWOS] es
que una funcién definible en una tal estructura estd esencialmente definida de manera implicita por
funciones adecuadas. Para ser mds precisos, primero damos la siguiente nocion.
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DeriNicION 4.32 (Funciones definidas de manera implicita). Sea (R, <,+,—,-,0,1,%) una es-
tructura o-minimal localmente polinomialmente acotada. Definimos & como la menor coleccién
de funciones conteniendo ¥ y todos los polinomios sobre Q, que es cerrada bajo las operaciones
de Q-dlgebra y bajo diferenciacion parcial. Para cada n, sea R, la Q-algebra consistiendo de todas
las funciones n-arias en . Entonces f: U — R,donde U C R”" es abierto, estd definida de manera
implicita sobre ¥ si existe m > 1, funciones g(X,y),...,gn(X,y) € R, y funciones definibles
d1,...,0n : U — Rtales que

(1) f=¢;paraalgini=1,...,m,
(2) g%, ¥, $1(X,¥), ..., ¢u(X),y) = 0paratodo 1 <i<m,

(g1, -, 8n)
(3) det (la—y (Xa y. ¢1 (Xa y)’ ey ¢m(xa Y)) * 0.

Cuando ¥ = {fi,..., f,} es una cadena Pfaffiana, los gy, ..., g, son funciones Pfaffianas con ca-
dena comun fi,..., f,. Eneste caso, decimos que f estd definida de manera implicita por funciones
Pfaffianas con cadena comun fi,..., f..

Ahora podemos enunciar la consecuencia del hecho que R=®R,<,+—-0,1, fis..., fr) sea
localmente polinomialmente acotada, con fi, ..., f, una cadena Pfaffiana.

TeoreMA 4.33 ([JWO08, Corollary 3.5]). Sea f : U — R una funcion definible en R, con U C R"
un conjunto abierto. Entonces existen abiertos Uy, ..., U; C U con dim(U\ U}, U;) < n tales que
flu, estd definida de manera implicita por funciones Pfaffianas con cadena comun fi, ..., f,.

Del Teorema y el Teorema deducimos:

Lema 4.34 (Reduccion a gréficos de funciones definidas de manera implicita por funciones
Pfaffianas). Sea n > 1 un entero positivo. Supongamos que la Conjetura vale para conjuntos
X C R" los cuales son grdficos de funciones analiticas ¢ : U C R’ — R definibles in R, para
todo 1 < i < n, con U una celda analitica abierta, que estdan definidas de manera implicita por
funciones Pfaffianas. Entonces todo conjunto X C R™ de dimension n satisface la Conjetura

Proor. Esto se sigue del Teorema (4.29|y el Teorema {4.33| aplicado a cada funcién ¢ : U —
R. O

La razén por la cudl el Teorema {.33] serd util para nosotros es que la interseccion del grafico
de una funcién f : U € R? — R definida de manera implicita por funciones Pfaffianas con una
hipersuperficie tiene un buen comportamiento:

TeoremA 4.35 ([JT12, Lemma 3.3, Proposition 5.3]). Sea R =®R,<,+,—,-0, L fi,..os fr)
una expansion o-minimal del cuerpo real ordenado, con fi,..., f, una cadena Pfaffiana. Sea
i =203 yseaf : U C R — R una funcién definida de manera implicita por funciones
Pfaffianas, con U una celda analitica abierta. Existen constantes positivas c¢; = ¢1(K), ¢; = c2(f)
y un polinomio Q € R[t] de grado O¢(1) con coeficientes acotados por O(1), tal que para todo
polinomio P € R[X;]i<j<i+1 de grado d, se tiene

(4.23) (X N V(P)™ (K, T)| < c/(K)Q(d)(log(T))*.

OBSERVACION 4.36. El caso i = 2 en el Teorema se sigue inmediatamente de las cotas de
Khovanskii (ver Teorema [4.20). Mientras tanto, cuando i = 2, se sigue del Teorema 4.22] pero la
prueba no es trivial.
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4.3. Equivalencia entre la Conjetura 4.3y la Conjetura .25, Ahora podemos probar el
resultado principal de este capitulo.

Teorema 4.37 ([Par19, Theorem 4.3]). Sea X C R" un conjunto definible en R de dimension a
lo sumo 2. Entonces X verifica la Conjetura[d.25|si y solo si X verifica la Conjetura4.3)

DEemosTRACION. Notemos que si n = 1, ambas conjeturas son triviales. Supongamos entonces
que n > 1. Empezamos probando que la Conjetura 4.3]implica la Conjetura [4.25]sin la restriccién
en la dimensién de X.

Supongamos que la Conjetura vale para algin conjunto X C R” con n > 1 definible en R.
Podemos suponer que ¢; > -*;. Tomemos k de manera que -~ = ¢ y k > 1. Entonces si p es un
primo en Ok tal que N(p) > c;(log(N))"" X = ¢,(log(N)), tenemos que

(4.24) (R, V) | < X (K, V)] < eqllog(N)* < N(3) < N3

Tomandoa =1,k = %n y T > ¢y, concluimos que X satisface la Conjetura

Para la otra implicacion, por el Lema[.34]podemos suponer que X es el grafico de una funcién
analitica ¢ : U € R' — R definible en R, definida de manera implicita por funciones Pfaffi-
anas, con U una celda analitica abierta. Por hipétesis, X satisface la Conjetura 4.25] por lo tanto
podemos aplicar el Corolario con & = % a X"(K, N), para hallar un polinomio no nulo
Q € OklTli<j<i+1 de grado a lo sumo <, ¢ (log(N))ﬁ anulandose en al menos la mitad de los
puntos de X"™™(K, N). Esto quiere decir que
(4.25) IWWKMHWQEQWWKML

Ahora, notemos que
(4.26) XK, N) N V(Q) € (X N V(Q)™ (K, N).

Por el Teorema 4.35] tenemos que para todo polinomio no nulol P € R[X;];<j<;+1 de grado d se
verifica la cota

(4.27) (X N V(PY™™(K,N)| < c1(X, K)d P (log(N))*™,
donde ¢ (X, K), c2(X), c3(X) son constantes positivas efectivas. Aplicando (4.27) al polinomio Q
que construimos, y usando (4.25) y (4.26) concluimos que X satisface la Conjetura 4.3} o

OBSERVACION 4.38. La razon técnica por la cudl la prueba del Teorema vale s6lo para
conjuntos de dimension a lo sumo 2 es porque usamos Teorema que no parece generalizarse
a conjuntos de dimension superior a 2. Esto se debe a la naturaleza inductiva de la prueba del
teorema y de los conjuntos definibles en una estructura o-minimal. Especificamente, si partimos
de un conjunto definible X € R?® de dimensién a lo sumo 2, cuya complejidad estd controlada,
entonces su interseccidon con una hipersuperficie V(P) en general tendrd dimensién a lo sumo 1
(caso contrario X N V(P) es de naturaleza algebraica y en consecuencia (X N V(P))™ = (). La
cantidad de estratos de X N V(P) y su complejidad esta controlada en términos de la complejidad
de X y el grado de P (esto es consecuencia del Teorema[d.22). Puesto que la conjetura de Wilkie es
conocida para conjuntos de dimension 1, de manera uniforme en la complejidad del conjunto (ver
[Butl2, Thm 3.5] y [JT12, Prop. 4.3]), deducimos que X N V(P) satisface la conjetura de Wilkie.

Supongamos ahora que X C R* es un conjunto de dimensién al menos 3. Entonces, para toda
hipersuperficie V(P) se tiene que X N V(P) tiene en general dimension a lo sumo 2. De nuevo, la
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cantidad y la complejidad de los estratos de X N V(P) estd controlada por el Teorema{4.22] Si un
estrato de X N V(P) tiene dimension a lo sumo 1, entonces como en el caso del parrafo anterior,
vamos a tener que satisface la conjetura de Wilkie. Sin embargo, en el caso general van a aparecer
estratos E; de dimension 2. En esta situacion no hay razon por la cual los subconjuntos E; tienen
que satisfacer la conjetura de Wilkie. Aun peor, aunque sepamos que la conjetura de Wilkie vale
para conjuntos de dimension 2, los estratos E; dependen de la hipersuperficie V(P), con lo que
para poder seguir el argumento requerimos que la conjetura de Wilkie valga “uniformemente” en
la complejidad de cada E;, es decir, en la complejidad de X y el grado de P, requiriendo que la
dependencia en el grado sea polinomial. Por este motivo la condiciéon que un conjunto X admita
una “mild parametrization” o que satisfaga la Conjetura [4.25| no es suficiente para deducir que X
satisface la Conjetura4.3

OBSERVACION 4.39. Del Teorema [4.37] concluimos que la Conjetura implica la Conjetura
para conjuntos de dimension a lo sumo 2. Mas aun, es facil de ver que la Conjetura
implica la Conjetura4.3| para todo conjunto definible en R.
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